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Wykład 4: Transformata Laplace’a

Definicja.

Niech f(t) będzie funkcją określoną na R, przy czym f(t) = 0 dla t < 0.
Transformatą Laplace’a funkcji f(t) nazywamy funkcję

ψ(s) = L[f(t)](s) =
∞∫
0

f(t)e−stdt, s ∈ D ⊂ C.

ψ(s) – obraz funkcji f(t), D - zbiór tych liczb zespolonych, dla których całka jest zbieżna.

Uwaga.

Dla s = x+ iy funkcja e−st = e−xte−iyt.

Twierdzenie.

Jeżeli f(t), jest oryginałem, tzn.

(1) spełnia warunki Dirichleta na każdym ograniczonym otwartym przedziale zawartym
w [0,∞),

(2) istnieją stałe C ∈ R, M > 0 takie, że dla każdego t |f(t)| ¬MeCt,

to transformata Laplace’a funkcji f(t) jest dobrze określona na półpłaszczyźnie Re s > C.

Uwagi.

• (związek międzu transformatami Laplace’a i Fouriera)
Jeżeli C < 0, to F(f(t))(ω) = L[f(t)](iω).

• Jeśli funkcja f(t) jest bezwzględnie całkowalna na [0,∞) (tzn.
∞∫
0
|f(t)|dt < ∞), to

transformata Laplace’a tej funkcji jest dobrze określona dla Re s  0 (funkcja ta nie
musi być oryginałem).

• Notacja:

Zapis np. L[sin t](s) oznacza transformatę Laplace’a funkcji f(t) =
{

0 dla t < 0
sin t dla t  0 .

Przykłady do zad. 3.1
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Podstawowe własności transformaty Laplace’a:
Załóżmy, że f(t), g(t) są oryginałami, a s dobrane z odpowiedniego zakresu.

(1) liniowość
Dla dowolnych α, β ∈ R, dla h(t) = αf(t) + βg(t) mamy

L[h(t)](s) = αL[f(t)](s) + βL[g(t)](s).

(2) przesunięcie w dziedzinie oryginału
Dla dowolnego a > 0, dla h(t) = χ(t− a)f(t− a),

gdzie χ(t) =
{
0 dla t ¬ 0
1 dla t > 0

to funkcja Heavyside’a, mamy

L[h(t)](s) = e−asL[f(t)](s)

(3) przesunięcie w dziedzinie obrazu
Dla dowolnego a ∈ R, dla h(t) = f(t)e−at mamy

L[h(t)](s) = L[f(t)](s+ a)

(4) skalowanie
Dla dowolnego a > 0, dla h(t) = f(at) mamy

L[h(t)](s) = 1
a
L[f(t)]

(
s

a

)

(5) pochodna obrazu

Dla dowolnego m ∈ N istnieje pochodna L[f(t)](m)(s) = dm

dsm
L[f(t)](s) oraz

L[f(t)](m)(s) = (−1)mL[tmf(t)](s).

(6) transformata pochodnej oryginału

Jeżeli dla pewnego m ∈ N funkcje f (n)(t) =
dn

dtn
f(t) (dla t > 0), n = 1, . . . ,m − 1,

są oryginałami oraz f (m)(t) jest ciągła na (0,∞), to istnieje L[f (m)(t)](s) oraz

L[f (m)(t)](s) = smL[f(t)](s)−sm−1f(0+)−sm−2f ′(0+)−. . .−sf (m−2)(0+)−f (m−1)(0+).

(7) całka obrazu

∞∫
s

L[f(t)](x)dx = L
[
f(t)
t

]
(s).

(8) transformata całki oryginału

L

 t∫
0

f(x)dx

 (s) = L[f(t)](s)
s

.

2



(9) transformata splotu oryginałów (tw. Borela o splotach)

L[(f ∗ g)(t)](s) = L[f(t)](s) · L[g(t)](s)

(W przypadku oryginałów splot (f ∗ g)(t) =
t∫
0
f(s)g(t− s)ds.)

Przykłady do zad. 3.2

Tabela: Własności transformaty Laplace’a

Oryginał h(t) Obraz L[h(t)](s) Uwagi

liniowość αf(t) + βg(t) αL[f(t)](s) + βL[g(t)](s)

przesunięcie w dziedzinie oryginału χ(t− a)f(t− a) e−asL[f(t)](s) a > 0

przesunięcie w dziedzinie obrazu f(t)e−at L[f(t)](s+ a) a ∈ R

skalowanie f(at)
1
a
L[f(t)]

(
s

a

)
a > 0

pochodna obrazu (−1)mtmf(t) L[f(t)](m)(s) m ∈ N

pochodna oryginału f (m)(t) smL[f(t)](s)−
m∑
k=1

sm−kf (k−1)(0+) m ∈ N

całka obrazu
f(t)
t

∞∫
s
L[f(t)](x)dx

transformata całki oryginału
t∫
0
f(x)dx

L[f(t)](s)
s

splot (f ∗ g)(t) L[f(t)](s) · L[g(t)](s)

Przykłady dodatkowe

• Wiemy, że L[sin t](s) = 1
s2 + 1

.

Zatem L
[sin t
t

]
(s) =

∞∫
s

1
x2 + 1

dx = arctg(x)

∣∣∣∣∣
∞

s

=
π

2
− arctg(s).

• Wiemy, że L[sht](s) = 1
s2 − 1

.

Zatem L
[
sht
t

]
(s) =

∞∫
s

1
x2 − 1

dx =
1
2

∞∫
s

( 1
x− 1

− 1
x+ 1

)
dx =

=
1
2
ln
|x− 1|
|x+ 1|

∣∣∣∣∣
∞

s

= −1
2
ln
|s− 1|
|s+ 1|

.
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Jednoznaczność przekształcenia Laplace’a

Twierdzenie.

Jeżeli f(t), g(t) są oryginałami ciągłymi na [0,∞)
oraz L[f(t)](s) = L[g(t)](s) dla każdego s,
to f(t) = g(t) dla każdego t.

Uwagi.

• Założenie ciągłości można osłabić.

• Wystarczy równość transformat dla wszystkich s postaci s = a + iy, y ∈ R, dla
pewnego a.

• Twierdzenie odwrotne jest oczywiście prawdziwe, nawet bez założenia ciągłości ory-
ginałów.

• Definiuje się odwrotną transformatę Laplace’a, ale jest to bardziej skomplikowane
technicznie od przypadku transformaty Fouriera.

Przykłady do zad. 3.3

Tabela: Transformaty Laplace’a podstawowych funkcji
(podana postać oryginału dla t  0; dla t < 0 f(t) = 0)

oryginał f(t) obraz L[f(t)](s)

χ(t)
1
s

tn
n!
sn+1

et
1

s− 1

e−t
1

s+ 1

sin t
1

s2 + 1

cos t
s

s2 + 1

δ(t) 1
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Rachunek operatorowy: zastosowania transformaty Laplace’a
do rozwiązywania równań różniczkowych

Mogą to być:

• równania różniczkowe zwyczajne o stałych współczynnikach (jakie pojawiają się
często podczas opisu układów elektrycznych, mechanicznych czy też układów auto-
matyki)

• równania różniczkowe cząstkowe, pewne klasy równań całkowych czy też różniczkowo-
całkowych (np. te opisujące linie długie - obwody elektryczne, których rozmiary
geometryczne powodują opóźnienia istotnie wpływające na zachowanie układu).

W wielu przypadkach zastosowanie transformaty Laplace’a sprowadza problem rozwiąza-
nia równania różniczkowego do problemu rozwiązania pewnego liniowego równania alge-
braicznego.

Schemat metody operatorowej:

1. Mamy równanie różniczkowe dla oryginału.

2. Wykorzystując własności transformaty Laplace’a układamy równanie algebraiczne
dla obrazu.

3. Z otrzymanego równania wyznaczamy obraz.

4. Na podstawie obrazu wyznaczamy oryginał.

Przykłady do zad. 3.4

Transmitancja

• Układy liniowe niezmienne ze względu na przesunięcia w dziedzinie cza-
su - układy (mechaniczne, automatycznego sterowania, obwody elektryczne) opisane
układami liniowymi z parametrami (jak wartości pojemności, indukcyjności, opor-
ności itp.) niezmiennymi w czasie.

• W przypadku takich układów (obwodów) elektrycznych transformata Laplace’a do-
wolnego napięcia lub prądu w układzie jest liniową kombinacją transformat napięć
(prądów) wymuszających oraz warunków początkowych występujących na pojem-
nościach (napięcia) i indukcyjności (prądów).
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• Odpowiedź impulsowa układu liniowego i jej związek ze splotem funkcji:

δ(t) h(t)

x(t) y(t)=x*h(t)

wejscie
(input)

wyjscie
(output)

impuls odpowiedz
impulsowa

Wtedy

Wynika to z tego, że x(t) możemy przybliżać kombinacją liniową delt Diraca:

x(t) ≈
∞∑

n=−∞
εx(nε)δ(t− nε)

dla odpowiednio małego ε > 0.

Z liniowości i niezmienności w czasie rozważanego układu odpowiedź na sygnał
∞∑

n=−∞
εx(nε)δ(t−nε) to

∞∑
n=−∞

εx(nε)h(t−nε) ≈
∞∫
−∞

x(s)h(t−s)ds = x∗h(t) = y(t).

Przykład.

Wiemy, że dla danego układu liniowego związek między sygnałem wejściowym x(t) a od-
powiedzią y(t) na wyjściu ma postać

y
′
(t) + 2y(t) = 2x(t).

Zatem odpowiedź impulsowa h(t) na impuls δ(t) spełnia równanie różniczkowe

h
′
(t) + 2h(t) = 2δ(t),

przy czym h(t) = 0 dla t < 0. Zatem

L[h′ ] + 2L[h] = 2L[δ(t)]

(s+ 2)L[h] = 2

L[h] = 2
s+ 2

h(t) = 2e−2tχ(t)

Jeżeli chcemy znaleźć odpowiedź układu na sygnał x(t) = χ(t), wystarczy teraz wyznaczyć
splot:

y(t) = x ∗ h(t) =
∞∫
−∞

χ(s)h(t− s)ds =
t∫
0
2e−2te2sds = (1− e−2t)χ(t).
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