
Algebra liniowa z geometri¡ analityczn¡ � przykªadowe zadania na egzamin

1. Zastosowa¢ wzór dwumianowy Newtona do wyra»enia (x− 1√
x
)5.

2. Obliczy¢ (2 − 2i)17, (−1 +
√
3i)17; wynik poda¢ w postaci algebraicznej bez u»ycia funkcji try-

gonometrycznych.
3. Znale¹¢ wszystkie z ∈ C speªniaj¡ce równanie: (a) z4 = −1 −

√
3i; (b) (z − i)3 = (z + 1)3;

(c) z4 − z2 − 6 = 0.
4. Rozªo»y¢ wielomian x6 + 3 na czynniki rzeczywiste nierozkªadalne.

5. Rozªo»y¢ funkcj¦ wymiern¡ f na sum¦ wielomianu i uªamków prostych, je±li (a) f(x) = x2+3
x2−3 ;

(b) f(x) = x2+3
x3+2x2+4x ; (c) f(x) = x4+2

x4−2 .
6. Obliczy¢ wyznacznik macierzy

3 1 4 0
−1 0 1 4
0 2 −3 3
4 −3 −5 7

 ;


1 2 3 5
2 2 4 5
4 4 4 6
8 8 8 9

 .
7. Znale¹¢ macierz odwrotn¡ do macierzy A i sprawdzi¢ poprawno±¢ wyniku obliczaj¡c AA−1, je±li

A =

 1 −2 7
1 0 4
−1 −5 3

 ; A =


1 1 0 0
0 1 1 0
0 2 3 0
0 0 0 4

 .
8. Dla jakich warto±ci parametru p ukªad równa« z niewiadomymi x, y, z ∈ R, px+ y + 2z = 0

−2x+ y + 3z = 0
3x+ 2y + pz = 0

(a) ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie; (b) jest sprzeczny; (c) ma niesko«czenie wiele rozwi¡za«;
(d) ma rozwi¡zania niezerowe; (e) ma dokªadnie dwa rozwi¡zania.

9. Niech P = (1, 3), l1 = {(x, y) : 2x−y = 1}, l2 = {(−t−1,−2t) : t ∈ R}, l3 = {(1− t, 3t) : t ∈ R}.
Obliczy¢ odlegªo±ci: d(P, l2), d(l1, l2), d(l1, l3). Znale¹¢ punkt przeci¦cia prostych l2 i l3 oraz k¡t
mi¦dzy nimi.

10. Obliczy¢ pole trójk¡ta o wierzchoªkach A = (1, 3), B = (0, 1), C = (−3,−3). Znale¹¢ dªugo±¢
wysoko±ci opuszczonej z wierzchoªka A.

11. Obliczy¢ pole trójk¡ta o wierzchoªkach A = (1, 3, 2), B = (0, 1, 4), C = (−3,−3, 2). Znale¹¢
dªugo±¢ wysoko±ci opuszczonej z wierzchoªka B.

12. Obliczy¢ obj¦to±¢ czworo±cianu o wierzchoªkach A = (1, 3, 2), B = (0, 1, 4), C = (−3,−3, 2),
D = (2, 2, 10). Znale¹¢ dªugo±¢ wysoko±ci opuszczonej z wierzchoªka C.

13. Niech P = (1, 2, 3), l1 = {(t,−t, 1 + t) : t ∈ R}, l2 = {(x, y, z) : x + y + 2 = 0, y + z = 1},
l3 = {(2t− 1,−t, 3t− 1) : t ∈ R}, l4 = {(0, 3t+ 1, 4t) : t ∈ R}. Znale¹¢:
(a) odlegªo±¢ P od l1; odlegªo±¢ P od l2; rzut prostok¡tny P na l1;
(b) punkt przeci¦cia l1 i l3 oraz k¡t mi¦dzy nimi;
(c) odlegªo±¢ mi¦dzy l1 i l2;
(d) odlegªo±¢ mi¦dzy l1 i l4.

14. Niech dodatkowo π1 : x + y + z + 1 = 0, π2 = {(s − 1, s + 4t + 2,−s − 3t) : s, t ∈ R},
π3 = {(s− 1,−s+ t+ 2, t+ 4) : s, t ∈ R}. Znale¹¢:
(a) odlegªo±¢ P od π1 i od π2; rzut prostok¡tny P na π1 i na π2;
(b) punkt wspólny l1 i π1 oraz k¡t mi¦dzy nimi; k¡t pomi¦dzy π1 i π2;
(c) odlegªo±¢ mi¦dzy l4 i π3;
(d) odlegªo±¢ mi¦dzy π2 i π3.

15. Zbada¢, czy wektory
(a) u1 = (1, 2, 3), u2 = (1, 1, 1), u3 = (1,−2, 2) w X = R3;
(b) u1 = (1, 2, 3,−1), u2 = (1, 1, 1, 0), u3 = (1,−2, 2, 4) w X = R4

s¡ liniowo niezale»ne. Czy tworz¡ on¦ baz¦ przestrzeni X?
16. Znale¹¢ baz¦ i wymiar podprzestrzeni

A = {(x, y, z, t) : x+ y + z = 0, x− 2t = 0}; B = {(x, y, z, t) : x+ y = 0, x− 2t = 0 y + 2t = 0}.
17. Zbada¢, czy przeksztaªcenia F1(x1, x2) = (x1 − x2, 2x2, 0), F2(x1, x2) = x1 + x2 + 2 s¡ liniowe.

Je±li tak, znale¹¢ macierz przeksztaªcenia w standardowych bazach.
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18. Znale¹¢ macierz przeksztaªcenia F : R2 → R2, które jest: (a) obrotem o k¡t π/4 wzgl¦dem (0, 0);
(b) symetri¡ wzgl¦dem prostej x+ y = 0; (c) symetri¡ wzgl¦dem prostej x− 3y = 0; (d) rzutem
prostok¡tnym na prost¡ x = y. Znale¹¢ wszystkie wektory i warto±ci wªasne tych przeksztaªce«.

19. Znale¹¢ wektory i warto±ci wªasne przeksztaªcenia F (x, y) = (x+ 3y, 2x).
20. Znale¹¢ rz¡d macierzy

1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 2 3 0 0
0 0 0 4 1

 ;

1 1 1 1 0
2 0 −1 0 1
5 1 −1 1 2

 .
21. Znale¹¢ liczb¦ rozwi¡za« ukªadu równa« z niewiadomymi x, y, z, t, u, x+ y + z + t = 2

2x − z + u = 3
5x+ y − z + t+ 2u = a

w zale»no±ci od parametru a.
22. Znale¹¢ ±rodek i promie« okr¦gu x2 + 3x+ y2 + 4y − 2 = 0.
23. Znale¹¢ ±rodek, ogniska i dªugo±ci póªosi elipsy x2 + 3x+ 2y2 + 4y − 2 = 0. Wykona¢ rysunek.
24. Znale¹¢ osie, wspóªrz¦dne ognisk oraz równania asymptot hiperboli (a) x2 − 2x+2y2 = 3; (b)

2x2 − y2 = 2. Wykona¢ rysunek.
25. Znale¹¢ ognisko, wierzchoªek i kierownic¦ paraboli (a) x2 + 2x− y = 3; (b) 2y2 − 4y + x = 2.

Wykona¢ rysunek.
26. Napisa¢ równanie elipsy o ogniskach F1 = (−3, 1), F2 = (−3, 5) i jednym z wierzchoªków

w punkcie W = (−3, 0). Znale¹¢ dªugo±ci póªosi tej elipsy. Wykona¢ rysunek.
27. Napisa¢ równanie elipsy o ogniskach F1 = (3, 1), F2 = (7, 1) i jednym z wierzchoªków w punkcie

W = (9, 1). Znale¹¢ dªugo±ci póªosi tej elipsy. Wykona¢ rysunek.


