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Cwiczenia 1

1.1. Wyznaczy¢ i narysowaé dziedziny naturalne funkcji:

T _ Jy—2, _ 2y
(a) f(x,y) = In(y — sinz); (b) f(z,y) = 1 (C)f(w,y)—T_y,

22 2
(@ floy) =l 2P0 (0) fay) = Va+V2—g () Flay) = arceos (a2 +47).

16 — 22 —y

1.2. Wykresy (a), (b), (c) polaczyé¢ z odpowiadajacymi im poziomicami (A), (B), (C) wykonanymi

B)

1.3. Naszkicowaé wykresy funkcji:
(a) f(z,y) =1-2/a>+y* (b) f(w,y)Z\/3—2x—:v2—y2; (¢) fla,y) = a® + 20 +y° — 6y + 3;
(d) f(z,y) = cosz; (e) flz,y) =1—y* (%) flz,y) = \/y? — 22

1.4. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne czastkowe f1, fz,/ funkcji f we wskazanych punktach:
2

@fmw:%,mm;wumm=«ﬂ+% (0,0).

1.5. Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji:

2 3 _ i
(a) f(x7y) = & x—iy_Qy ; (b) f(:c,y) = aI"Ctg 1 xy; (C) f(CU,y) _ eCOSg;

r+y

(d) f(z,y) =y\/22+ 9% (e) f(z,y) =In <\/332 +y? - :c>; (f) f(z,y) = cos (zsin (ycosx)).

1.6 *. Sprawdzié¢, ze funkcja f spelnia podane réwnanie:

(a) f(w,y) =M (2® +ay +97), afi+yfy=2 (b)f(%y):\/isin%, xfé+yf{,=£-



Cwiczenia 2

2.1. Napisaé réwnania plaszczyzn stycznych do wykreséw podanych funkcji we wskazanych punktach
wykresu:
(@) z=2Vy+1, (1,3,2); (b)z=e"2 (2,-1,%); (c)z= aresmz (1 ﬁ 20 |;
) b ) ) 7 ) ) ) arc COS y ) 2 7 2 ) )
(d) z = (24 z — 3y)*, punkt wspélny wykresu i osi Oz;

(e) z = e*Y — &Y punkt wspélny wykresu i osi Oz.

x
2.2. (a) Na wykresie funkcji z = arctg — wskazaé¢ punkty, w ktérych plaszczyzna styczna jest réwno-
Yy
legta do ptaszczyzny o 4+ y — 2z = 5.
(b) Wyznaczy¢ réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkcji z = 22 + 4%, ktéra jest prostopadla
z

do prostej x =y = 3

2.3. Wykorzystujac rézniczke funkcji obliczy¢ przyblizone wartodci wyrazen:

0.05
(a) (1.02)% - (0.997)%; (b) 2.97- %%, () cols.96 ‘

2.4. (a) Wysoko$¢ i promien podstawy walca zmierzono z dokladnoscia +1mm. Otrzymano h =
350 mm oraz r = 145 mm. Z jaka w przyblizeniu doktadnoscig mozna obliczy¢ objetos¢ V tego walca?

(b) Krawedzie prostokata maja dlugosci @ = 3m, b = 4m. Obliczy¢ w przyblizeniu, jak zmieni sie
dhugosé przekatnej prostokata d, jezeli dtugosci krawedzi zwigkszymy o 2 cm.

(c) Oszacowaé¢ blad wzgledny dy objetosci stozka V', jezeli pomiaru jego $rednicy r i wysokosci h
dokonano z doktadno$ciag odpowiednio &, &p,.

2.5. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach
i kierunkach:

(2) F@.y) = /22 + 42, (20,50) = (0,0, v = <§ ;)

ﬂﬂ)

(b) f(x,y) = \3/@7 (anyO) = (170)7 V= <77 7

2.6. Obliczy¢ gradienty podanych funkcji we wskazanych punktach:
(2) f(z,y) =2’ +ay® +2, (1,-2); (b) f(z,y) =In(e+1ny), (e1);
(e) flz,y) = (L +ay)’, (0,0); (d) f(z,y) =2y —e*Iny, (0,1);

© o) = ——— (30) O S@n=VyrvE 1),

Cwiczenia 3

3.1. Obliczyé¢ pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach i kierunkach:
12 5
(a) f(z,y) = 2>+ 4% (z0,90) = (=3,4), ”:< >5

13'13
) S =a- G4y o) =D, v=(5-5);
(0) fla,y) = €7, (zo,0) = (1,1), v = (é’ _§>

3.2. (a) Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f(z,y) = y — 22 + 21In(xy) w punkcie (—1/2, —1) w
kierunku wersora v tworzacego kat o z dodatnia czescia osi Ox. Dla jakiego kata a pochodna ta ma



wartos¢ 0, a dla jakiego przyjmuje wartos¢ najwieksza?
(b) Wyznaczy¢ wersory v, w kierunku ktérych funkcja f(z,y) = ve* (x + y2) w punkcie (0,2) ma

pochodng kierunkowa réwna 0.

3.3. Obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe rzedu drugiego funkcji:

3
@) fa) =+ s ) faw) = oyt 4o (©) Fla) = cos (o2 4 42);

z Y
(d) flz,y) = ye™; (d) f(z,y) =yIn " (e) f(a,y) = arctg .
Zauwazy¢, ze odpowiednie pochodne czastkowe mieszane sg réwne.

3.4* Sprawdzi¢, ze podane funkcje spetniaja warunek (réwnanie Laplace’a) fl, + f{/'y =0

(0) floy) =aretg s () fle) =In (o +9°): () Flw.0) = coseoshy.

3.5. Znalezé ekstrema lokalne funkcji:
) f(z,y) = 23 + 3zy® — 5lx — 24y; (b) f(z,y) =xe ¥ + % + e¥;

) fa, )—wy(12—x—y)(ﬂcy>0); (d) fz.y) = yv —y* -z + 6y;
e) f(w,y) = —+ +y(:vy>0) (f) f(z,y) = zy +1ny + %

) fz,y) = (

e | e 4 5, h) f(z,y) = ¢ V(5 — 22+ ).

(a
(c
(

(8

T,y

Cwiczenia 4

4.1. Obliczy¢ catki podwdjne po wskazanych prostokatach:

a)//(ﬂ:+:cy_g;2—2y) dedy, R=1[0,1] x [0, 1]; (b)}{/%, R=[1,2] x [2,4]:

tﬂxfﬁﬂ R=1(0,2] x [0,1]; (@ [[ @ sin(ey) dedy, R =[0,1] x [, 2]
R
o) [[ v dwdy, R =[0.1) x [-1,0] 0 [[ELEY g o) x0.1)
R R
4.2. Obliczy¢ calki iterowane:
2 x> 4 2 2 Via—g? 3 Y
Y
a) /dw/ﬁdy; (b) /dw/xQ\/y—xdy; (c) /dx / (m3—|—y3) dy; (d) /dy/\/y2+16dx.
1 T 1 T -2 0 0 0

Narysowaé obszary catkowania.

4.3. Narysowaé obszar catkowania, a nast@pnie zmieni¢ kolejno$é Calkowania w catkach:

||

/dgc/fgcydy7 /dw / f(z,y) dy; /4dm / fx,y) dy;

14 V222 Viazr—a?
<®7@/fmwm /m/ (2 ) dy mjmjmmw
V3 oyl cosx 1 Iz

4.4. Obliczy¢ caltki po obszarach normalnych ograniczonych wskazanymi krzywymi:



(a)//nydacdy, D:y=z y=2-—2%
D

(b) //:U2ydmdy, D:y=-2, y=
D

(C)//G%dl'dy, D: y:\/z’ x:o’ y:1/2, y:l,
D

(d)//(:vy+4x2) dedy, D:y=z+3, y=2>+3c+3;
D

(e)//x%xydxdy, D:y=z, y=1, x=0;
D
x dxdy
(f)//ma Dm_la $—2, Yy =, y—l“\/g,
D
(g)//erdxdy, D:y=0, y=2z, z=+VIn3;
D

0 [[e-3y+2dudy, Diy=0, y=m w=-1, w=siny.
D

Cwiczenia 5

5.1. Wprowadzajac wspodlrzedne biegunowe obliczy¢é podane catki podwdjne po wskazanych obsza-
rach:

(a) //xydxdy, D:z?+4y? <1, igygﬂx;
/ Vi
(b)//xy2dxdy, D:1<2?+4?°<2, z2>0;
D
(c) //y2e:’32+y2 dxdy, D:x>0 y>0, z2+y2<1;
D
(d) //sin (x2 + y2) dzdy, D: 2?2 +y? < 7%
D
(e)//ln(1+x2+y2) dedy, D:1<z2?+y?><09;
D
(f) //acQ dxdy, D: 2% +y? < 2y
D
(g)//(w2+y2) dady, D:y>0, y<a®+y’ <
D
(h) //ydmdy, D:z?+y* <2z (y<0).
D

Obszar D naszkicowaé¢ we wspdirzednych kartezjanskich.

5.2. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych krzywymi:



(a) y* =4z, 2 +y =3,y =0 (y > 0); (b) 2° +y® —2y =0, 2% + y% — 4y = 0;
(c)x+y=4,24+y=8x—3y=0,z—-3y=5; (d) x2+y2:2y,y:\/§]m\.

5.3. Obhczyc objetosci bryl ograniczonych powierzchniami:

(a) z = (m2—|—y)z:x +92-13; ) a?+y?+22=4,2=1 (2> 1);
(c)x2+y2—2y—0 z=a>+y? 2 =0; (d) z=5—-2>—¢% 2=1,2=4;
) (@—10°+@y-1)°=1z2=2y,2=0; (ff)2z=0"+1% y+2=4

5.4. Obhczyc pola platow
a) z = a2 4+ 12, 22 + 9> M) 2?4+ +22=R* 22 +9y>* -~ Rz <0,2>0 (R>0);

(a)
() z=y/a2 4+ 92, 1 <2< 2
)

d) czedé sfery x2 + y? 4 22 = 3 lezaca wewnatrz paraboloidy z = (22 + 3>
€ q 3!

Cwiczenia 6

6.1. Znalez¢ sumy cze$ciowe podanych szeregéw i nast(gpnie zbadaé ich zbieznosé:
oo
1

0 5\ "™ n—l
(a)2(6>7 (b);m7 (C)Z ; Z\/W-i-\/_

n=0 n=2

6.2. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbiezno$¢ szeregéw:
o0

3n+1 = Vn?2+1 2m 4 e 3" +n

(a);n3+2v ()2 n2+2 me goemrzw’ (e);n3n+2n'
6.3. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbiezno$c¢ szeregdw:

0 n?42 n? n*+1 1 e —1
a e F b c —_—

e %, sin _2 > onl+1

n —n\. n

(d)zzl (1+37); (e)z — (f)Z(nJrz)!'

n=0 n—2 sin - n=0

6.4. Korzystajac z kryterium d’Alemberta zbadaé¢ zbieznosé szeregévv'
o= 2024™ = 5" +1 =

(Zn)!; (b);n‘l—kl; Zn”’ Zﬂ'”n'7

n=1 n=1 n=1

6.5. Korzystajac z kryterium Cauchy’ego zbadaé zbieznosé szeregbw:

> (2n 4 1) >, 2" 4 3" > 3 = no\"
WX G O X g © % e @ % (wew )"

n=1 n=1

Cwiczenia 7

7.1. Korzystajac z twierdzenia Leibniza uzasadni¢ zbieznosé szereg(')vv'
2m

() fj(—m (\/n2 +1 —n); (b) Z(—wm, Zsm
n=0

n=0

7.2. Zbadaé zbieznosé oraz zbieznos$¢ bezwzgledng szeregdw:

— (—1)" — (—1)"n_ = [ —2n \" > . ' > sinn
<a)§om’ (b)n;n2+2’ (C);<3n—|—5) @21 () 2 on

n=1 n=1




7.3. Wyznaczy¢ przedzialy zbieznosci szereg()w pot@gowych'

X 00 (x—l)"' b 00 4x_12 o0 (21’4—6)". . 0 n(x+1)2n
(@) 3 ) X ; DX G O T

7.4. Znalezé szeregi Maclaurina podanych funkcji i okresli¢ przedzialty ich zbieznosci:

T 3
(a) —

. e 2 —x, €
— s (b)sings (0 2% ()

T 2
16 + 22’

(e) coshz; (f) sin® .

7.5. Korzystajac z rozwinie¢ Maclaurina funkcji elementarnych obliczy¢:

() FO0), f(a) = a*cosz;  (b) f(0), fz) = we™™;

x> Lo X
© S0). f@) = g (@) F00), f@) = zsin 5.

7.6. Korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu lub calkowaniu szeregéw potegowych wyznaczy¢
szeregi Maclaurina funkcji:

1 22
@) F@) = g ®) f@ = (© f@) =l (1+2%): (@) f(@) = arctge.

7.7. Wykorzystujac twierdzenia o rézniczkowaniu lub catkowaniu szeregdéw potegowych pokazaé, ze
dla kaZdego T € (—1 1) prawdziwe sa rownosci:

2z =
an =2 Z (n+ 1z (1—:5 ;F: In(1 —x).

n=1
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