Analiza Matematyczna 2.2A (MAT1424) dla W12
Analiza Matematyczna 2.2B (MAT1426) dla W3

Opracowanie: dr Marian Gewert, dr Zbigniew Skoczylas

Lista zdan obejmuje caly material kursu i jest podzielona na 14 jednostek — éwiczen o numerach od 1 do 14. Piet-
naste ¢wiczenia przeznaczono na kolokwium. Na zajeciach nalezy rozwiaza¢ jeden lub dwa podpunkty z kazdego
zadania. Pozostale podpunkty przeznaczone sg do samodzielnej pracy studentéw. Trudniejsze zadania oznaczone
sa gwiazdka.

Uzdolnionych studentéow zachecamy do przygotowania si¢ w czasie semestru i nastepnie udzialu w egzaminie na
ocene celujaca z analizy matematycznej 2. Zadania z egzaminéw z ubieglych lat mozna znalezé na stronie inter-
netowej http://wmat.pwr.edu.pl/studenci/kursy-ogolnouczelniane /egzaminy-na-ocene-celujaca oraz w ksiazce [5].

Cwiczenia 1

1. Korzystajac z definicji zbadaé zbieznosé calek niewlasciwych pierwszego rodzaju:
o0 o0 o0 o0 o0

T de Vxdr e~ dr dx
- (b . dr:  (d - . —_ (f 2 dy.
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0
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2. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé catek niewtasciwych pierwszego rodzaju:

T dx T dr OOZC(I +1)dz T (2* 4+ 1) dz T (x+sinz) dx T (3+cosx) dx
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3. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadac¢ zbieznosé catek niewltasciwych pierwszego rodzaju:
(a) / Wotlde ) [ o7de / (e =1) dos (@) / sin — dz;  (e) / e

x(x+1) NZ x 3 —sinx
1 5 2 1 1

4. (a) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = oraz osig Ox.

22+9
(b) Obliczy¢ objetosé bryly powstalej z obrotu wokdl osi Oz obszaru D = {(x, Y ER?: 2>00<y< e_””}.

1
(¢) Uzasadnié, ze pole powierzchni powstalej z obrotu wykresu funkcji y = —\/_ (z > 1) wokél osi Ox ma skonczona
T\/T

wartosé.

5. Korzystajac z definicji zbadaé zbiezno$é¢ calek niewtasciwych drugiego rodzaju:
€

1 T 5
dx Inzdzx dz 2% dx dx
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6. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé calek niewlasciwych drugiego rodzaju:
4
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7. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbada¢ zbieznosé catek niewlasciwych drugiego rodzaju:
1 T 1 T 2
3 +1) do sin® z dx (e* —1) dx dx dz
(a) %; (b) / — (o) / ——— (d9) —; (") [ 7—F=.
Vv (22 +1) J x Va3 J Vsinz / 2 —\/x
3

0



Cwiczenia 2

8. Znalez¢ sumy czesSciowe podanych szeregéw i nastepnie zbadac ich zbieznos¢:

— (5\" - 1 —~n—1
(a)z(6> ; (b);m; (C)Z o Z\/W—i-\/_'

n=2

9. Korzystajac z kryterium catkowego zbadaé¢ zbieznosé szeregow:

> 1 n-1 lnn > 1 > en
Doy OLerr OXT WX Ol ey
n=1 n=2 n=2 n=1 n=0

= 3n 1 — VnZ+1 2" 4 en o~ 3"+
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11. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé¢ zbieznos¢ szeregdw:
o0

= n242 “ n24+1 e —1
E”Z;v%ﬁ—l’ ()2;n4+f “”§;3n—r

)Y 4"m(1437); (o) Z %
n=0 n=2 n=0

12. Korzystajac z kryterium d’Alemberta zbadaé¢ zbieznosé szeregdw:

2016" 57 + 1 > nl = >
; 2Fﬁ;@§%;w2ww ;

13. Korzystajadc z kryterium Cauchy’ego zbadaé zbieznosé szeregéw:
o0

2n—|—12” = 2" 4 3" "
b ; tg—— | .
Z 3TL2+1 ()Z3n+5n’ Z n+1n2’ 1(arcg )

n=1 n=1 n:l n=

Cwiczenia 3

14. Wykazaé zbieznosé odpowiedniego szeregu i nastepnie na podstawie warunku koniecznego zbieznosci szeregdéw
uzasadni¢ podane réwnosdci:

n2016 n' n" (3n)!(4n)!
; —0- : —0- n N T —
@) i = =0 O e =0 @ gy =ee (@) i e
15. Korzystajac z twierdzenia Leibniza uzasadni¢ zbieznosé szeregéw-
o0 oo o0 371
—1)" 2 _n): _1)» —1)ntl
(a) HZ:;( D (Vs t-n); o) ;( 1) 3n o Zsm (d) ;( D
16. Zbadaé zbieznosé¢ oraz zbiezno$¢ bezwzgledna szeregow:
= (=1)n = (=1)"n =/ —2n \" = =, sinn
. b . . d D" (e —=1): .
17. Wyznaczy¢ przedziaty zbieznosci szeregéw pot@gowych'
= (z—1)" = (x — (224 6)" = n(z+ 1)
@) > s () D (e —12)" Z D DY I O
n=1 n=0 n=1 n=1 n=1



Cwiczenia 4

18. Znalezé szeregi Maclaurina podanych funkcji 1 okresli¢ przedzialy ich zbieznosci:

(a) 5 x 9 x3

1_ 9z (b) sinz;  (c) 2%e™ ™ (d) m;

5 (e) coshx; (f) sin? .

19. Korzystajac z rozwinie¢ Maclaurina funkcji elementarnych obliczy¢:

(a) £©0(0), f(z) = 2”cosa; (b) f(0), f(z)=ze

3
© FO00), f@) =705 (@) 7000, fla)=esin® 3.
20. Korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu lub catkowaniu szeregéow potegowych wyznaczy¢ szeregi Maclaurina
funkcji:

1 a2
@)= gamr O @=w @ f@=n(+s) (@ f@) = metgn
21. Wykorzystujac twierdzenia o rézniczkowaniu lub catkowaniu szeregéow potegowych pokazaé, ze dla kazdego
x € (—1,1) prawdziwe sg réwnosci:

(a) Zlnxn:ﬁ; (b) Zln(?’b-i-l)x":(1371;7):37 (C) Z%:—ln(l—x),

n=1

22. Obliczy¢ sumy szeregdw liczbowych:

o0 oo oo

1 2n—1 n(n+1) > n
Wskazéwka. Wykorzysta¢ rownoéci z poprzedniego zadania.
Cwiczenia 5
23. Wyznaczy¢ i narysowaé dziedziny naturalne funkcji:
—9 2 2 2 _ 9
@) f@y) =In(y —sinayi B fwy) =T33 © o) = —==i @ flaw) = o
(e) g(z,y,2) = Vo + V2 — z; (f) g(z,y,2z) = arccos (x2 +y* + 2% — 9).

24. Wykresy (rys. (a)—(c)) polaczy¢ z odpowiadajacymi im poziomicami (rys. (A)—(C)) wykonanymi dla h =
2,3/2,1, 1/2, 0:




(©) ’

N N
)\

25. Naszkicowaé¢ wykresy funkcji:
(a) f(z,y) =1 =222 + ¢ (b) f(x,y) = V/3+ 2z — 2% — y?; (c) flz,y) = 2 + 2z +y* — 6y + 3;

(d) f(z,y) = cosx; (e) flz,y) =1—y% (F) flz,y) = Vy? — 22

* 26. Obliczy¢ granice:

dah

sin (2% — y* 1 —cos (22 + 3?2 2 1
(a) lim M; b lim (I 2y ) ; (c lim %; d lim 2% cos -
(z,y)—(0,0) x4 + Yy (z,y)—(0,0) ((EQ + y2) (z,y)—(0,0) T =+ Yy (z,y)—(0,0) T* + Yy

27. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu f,, f, funkeji f we wskazanych punktach:
2

x
(2) flw.y) = -, (0, 1); (b) f(x,y) = va® +y%, (0,0).

28. Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f i g:
22 4 y3

xy2 ) (b) f(x,y):arctg Tty ) (C) f(:v,y)ze ;

;T
l—xy. cos

(a) f(z.y) =
@ fl@y) =9/ +y% (@ Sy = (VTP —a); (1) gloy,2) =+ T+ ys

y
(8) 9,y 2) = —5— (1) g(w,9,2) = cos(wsin(ycosz)); (i) g(w,y, 2) = \/x2 Vv 4L

TRty 22

Cwiczenia 6

29. Napisa¢ rownania plaszczyzn stycznych do wykresow podanych funkcji we wskazanych punktach wykresu:
o  zao _arcsinz 1 V3
a) z ="/ 1 1,3 (b)) z = voo(2.—1 (o) = I X2 .
( )Z z y+ ) ( ) 720)7 ( )Z € ) ( ) 720)7 ()Z arccosyv < 25 2 y 20 |3

(d) z = (24 2 — 3y)", punkt wspélny wykresu i osi Oz; (e) z = **¥ — ¥ punkt wspélny wykresu i osi Oz.

30. (a) Na wykresie funkcji z = arc tgE wskaza¢ punkty, w ktérych plaszczyzna styczna jest réwnolegta do
Y

ptaszczyzny x +y — 2z = 5.

(b) Wyznaczyé¢ réwnanie plaszezyzny stycznej do wykresu funkeji z = 2 + y?, ktéra jest prostopadia do prostej

r=t,y=t,z2=2t,teR.

31. Wykorzystujac rézniczke funkeji obliczy¢ przyblizone wartosci wyrazen:

(a) (1.02)% - (0.997)%  (b) ¢/(3.03)3 + (4.04)% + (5.05)%; (c) 2.97-*%5; (d) Colsgé%.

32. (a) Wysokosé¢ i promien podstawy walca zmierzono z dokladnoscia 1 mm. Otrzymano h = 350 mm oraz
r = 145 mm. Z jaka w przyblizeniu dokladnoscia mozna obliczy¢ objetosé¢ V tego walca?

(b) Krawedzie prostopadloscianu maja diugosci @ = 3 m, b = 4 m, ¢ = 12 m. Obliczy¢ w przyblizeniu, jak zmieni
sie dtugo$¢ przekatnej prostopadloécianu d, jezeli dtugosci wszystkich krawedzi zwigkszymy o 2 cm.

(¢) Oszacowaé blad wzgledny dy objetosci prostopadloéciamu V| jezeli pomiaru jego bokéw x, y, z dokonano z
doktadno$cia odpowiednio A, A, A,.



* 33. Sprawdzié, ze podane funkcje spelniaja wskazane réwnania:

(a) z=f (:102+y2) , Yzg — xzy = 0; (b) z=azf (sin(x —y)), 2zu+2y= 2;
(c) z=2a"f (%) . Tzptyzy=nz (neN); (d¥) z= gg(:ﬂ) +h (%) , TYZgy + y2zyy + xzy + 2yzy, = 0.

34. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach i kierunkach:
(8) F@.y) = VaZ + 2, (w0,0) = (0,0), v=(v3/2,1/2);
(b) fl@,y) = Yy, (@o,30) = (1,0), v=(V2/2, V2/2).

35. Obliczy¢ gradienty podanych funkcji we wskazanych punktach:
(a) flz,y) =2’ +ay® +2, (1,-2);  (b) f(z,y) =In(z +1ny), (e,1); (¢) flz,y) = (1+ay)”, (0,0);

(d) g(x,y,z) = ‘T\/y_ e* lnyu (07170); (e) g(:c,y,z) = y—l—xm’ (0,1,#); (f) g(xvyvz) = \/ T+ \/ y+\/zv (17171)'

36. Obliczy¢ pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach i kierunkach:
(a) f(z,y) =2 +9° (20,50) = (=3,4), v=(12/13,5/13);

(b) f@.y) =2 =25 +y. (@o.y0) = (1,1), v=(3/5~4/5);

(o) g(w,y,2) = € V7%, (w0, 90,20) = (~1,1,=1), v =(2/3,-2/3,1/3).

37. (a) Obliczy¢é pochodng kierunkowa funkcji f(z,y) = y—2%+21In(zy) w punkcie (—1/2, —1) w kierunku wersora
v tworzacego kat a z dodatnig czescig osi Ox. Dla jakiego kata o pochodna ta ma wartosé¢ 0, a dla jakiego przyjmuje
warto$é najwieksza?
(b) Wyznaczyé¢ wersory v, w kierunku ktérych funkcja f(z,y) = Ve* (z +y?) w punkcie (0,2) ma pochodna
kierunkowsa réwna 0.

Cwiczenia 7

38. Obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzedu funcji f i g:
3

(a) f(z,y) = cos (z* +y°); (b) f(z,y) = ye™; (c) flx,y) =a® + y?
(d) f(x,y)zylng; (e) g(w,y,Z)Z\/ﬁ; (f) g(z,y,2) =In (z + y*> + 2° + 1).

Zauwazy¢, ze odpowiednie pochodne czastkowe mieszane sa réwne.

39. Znalezé ekstrema lokalne funkcji:

(@) flay) =2+ 30y~ 5la— 2y, () fwy)=we Uk T 4el (Q) fmy) = (127 —y) (wy > 0)
(d) f(z,y) = yve —y* -z +6y; (e) flz,y) =2° +y° — Buy; (f) f(xvy):§+§+y(x,y>0);

(8) f(z,y) = 2y +Iny + 2% () flay) =2 eV + eV (i) flz,y) =" V(522 +y).

40. Wyznaczy¢ ekstrema podanych funkcji, ktérych argumenty spetniaja wskazane warunki:

() f(z,y) = 2® +y*, 3z + 2y = 6; (b) flz,y) =2* +y* =8z + 10, x — y* + 1 = 0;

(¢) f(z,y) = 2y +Inz, 8z + 3y = 0; (d) f(x,y) =22+ 3y, 2* +y* = 1.

Cwiczenia 8

41. Znalezé najmniejsze i najwieksze wartosci podanych funkcji na wskazanych zbiorach lub w ich dziedzinach
naturalnych:



(z,y) = 223 + 4% + y* — 2xy, Dz{xy ER?: 2” <y <4
(z,y) = Vy— 22+ Vo —y% (c) =V1—a22+ /4 (a2 +42);
(@,y)
(

=2% —y? D - tréjkat o wierzchotkach (0,1), (0,2), (1,2);

zy) =2 +y', D={(z,y) €R*: 2” +y* <9};

) fz,y) = (@ +y)e™™, D={(z,y) €R*: 2> 0,y >0}.

42. (a) W tréjkacie o wierzchotkach A = (—1,5), B = (1,4), C = (2, —3) znalez¢ punkt M = (xo,yo), dla ktérego
suma kwadratéw jego odleglosci od wierzchotkow jest najmniejsza.

(b) Jakie powinny by¢ dilugosé a, szerokosé b i wysoko$é h prostopadloéciennej otwartej wanny o pojemnosci V,
aby ilos¢ blachy zuzytej do jej zrobienia byla najmniejsza?

(¢) Znalezé¢ odleglo$é miedzy prostymi sko$nymi:

i - r+y—1 =0, I r—y+3 = 0,
Tl z+1 = 0, Tl z—2 = 0.

(d) Prostopadloécienny magazyn ma mieé objetosé V = 216 m3. Do budowy $cian magazynu uzywane sa plyty w
cenie 30z1/m?, do budowy podlogi w cenie 40zt/m?, a sufitu w cenie 20zt/m?. Znalezé dtugosé a, szerokosé b i
wysoko$¢ ¢ magazynu, ktérego koszt budowy bedzie najmniejszy.

(f) Firma produkuje drzwi wewnetrzne i zewnetrzne. Nastepnie sprzedaje je odpowiednio po 500 zt i 2000 zt za
sztuke. Koszt wyprodukowania x sztuk drzwi wewnetrznych i y zewnetrznych wynosi

K(z,y) = 2® — 2y +y* [2].
Ile sztuk drzwi kazdego rodzaju powinna wyprodukowa¢ firma, aby osiagna¢ najwiekszy zysk?

(g) Na paraboli y = 22 /2 wyznaczy¢ punkt, ktérego odlegtoéé od punktu P = (4,1) jest najmniejsza.

Cwiczenia 9

43. Obliczy¢ calki podwdjne po wskazanych prostokatach:

a) //(I+xy—x2—2y) dady, R =[0,1] x [0,1]; (b) //%,R:[lﬂ]x[lé&];
R

// xfzd_fl S R=10,2] x [0,1]; (d) // (wsin(wy)) dedy, R = [0,1] x [r, 27);

R
2r—y T _ _ . ((E + y) d(Edy _
o) z/e dudy, R = [0,1] x [-1,0]; (f) 4/7& CR=[0,1]x[0,1].

44. Calke podwdjna / f(z,y) dedy zamienié na calki iterowane, jezeli obszar D ograniczony jest krzywymi:

a)y=2a’, y=x+2; b)a? +y> =4, y=2z—2% =0 (z,y>0);
Y Y Y Y Y

(c)a® —dx+9? +6y—51=0; (d)z>—y>=1, 22 +9*> =3 (z<0).

45. Obliczy¢ calki iterowane:

2 z? 4 2z 2 4—22 3 Yy
a) /dw/%dy; (b) /d:v/:v%/y—xdy; (c) /dw / (2° +y*) dy; /dy/ y2 + 16 dz.
x
1 x 1 x -2 0 0 0

Narysowaé obszary calkowania.

46. Narysowaé obszar calkowania, a nastepnie zmienié¢ kolejno$¢ catkowania w calkach:

/dx7|fxy ) dy; /d:c / f(x,y) dy; (C)/lea7 Q/ﬁ f(z,y) dy;
—V2=z2 0 Viz—x2

sin x

2 T e 1
)é dyyll f(@,y) da; /d:r [ty (f)l/dxm/z f(@,y) dy

COosS T



47. Obliczy¢ calki po obszarach normalnych ograniczonych wskazanymi krzywymi:

1
a) //nyda:dy, D:y=uxy=2—z% //:17 ydedy, D:y=-2,y=—,y=—V—u;
x
D
c) //e%dacdy, D:y=+Vz,z=0,y=1/2,y=1; (d) //(:vy+4x)d:vdy, D:y=z+3,y=a>+3z+3;
dxd
// eVdxdy, D:y=xz,y=1,2=0; //IQIZ, D:iz=1,2=2y=zxy=axV3.
T4+

Cwiczenia 10

48. Wprowadzajac wspoélirzedne biegunowe obliczyé podane calki podwéjne po wskazanych obszarach:

a)//:vyd:vdy,D: 2 +y? <1, %<y<\/§x; (b) //xy2d:vdy,D. >0, 1<2?+y°<2;
D D

c) //erszryzdxdy,D: r>0,y>0, 22 +y*<1; (d) //xzd:vdy,D: 2 +y? < 2y;
D D

e) //(x2+y2) dedy, D: y >0, y < 2® +y? < () //yd:cdy,D: 22+ 9% <22 (y <0);

D
g) //sin(:z:2+y2) drdy, D : x4+ 5y* < 7% //ln 1+:17 —I—y)da:dy,D: 1<2?+92<09.
D

Obszar D naszkicowac¢ we wspolrzednych kartezjanskich.

49. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych krzywymi:

(a) y*> =4x, z+y=3, y=0 (y=>0); () 2? +9* =2y =0, 2> +y*> -4y =0;
(c)z+y=4, x+y=8, —3y=0, z—3y=2>5; (d) 22 + 9% =2y, y=V3|z|.
50. Obliczy¢ objetosci bryl ograniczonych powierzchniami:
a) z=1/25 — (22 +42), 2 = 22 + y* — 13; b) 2?2 + 2 +22=4, 2=1(2>1);
Y Y Y
()2 +9° —2y=0, z=2a2?+9° 2=0; (d)z=5—2%—y% z2=1, z =4
() (@ -1+ @y —-1)*=1, z=ay, 2=0; () 2z =2 +4% y+2=4

51. Obliczy¢ pola platdw:

(a) z=2%+9% 22 +42<1; (b)2?+9°+22=R? 2°+9> —Rx <0, 2>0; (c)z=+a2+y% 1<2<2;
(d) czesé sfery a2 + y? + 22 = 3 lezaca wewnatrz paraboloidy z = (:C +y )/2

Cwiczenia 11

52. Obliczy¢ podane calki potréjne po wskazanych prostopadloscianach:

(a) ///%,U:[l,z]x[l,e]x[l,e];
U
b) /[//(:c—i—y—i—z) dadydz, U = [1,2] x [2,3] x [3,4]

c) /// sinz sin(z 4 y) sin(x + y + z) dedydz, U = [0, 7] x [0, 7] x [0, 7];
U

d) /U//(x + y)ew+z dCCdde, U= [O, 1] X [07 1] X [07 1]



53. Calke potréjna z funkeji g(z,y,z) po obszarze U zamienié¢ na calki iterowane, jezeli U jest ograniczony po-
wierzchniami o podanych réwnaniach:

(a) z =2v/2%2 + 2, z2=6; (b) 2% +y* +22 =25, 2 =4, (2 > 4); (c) z=a* + 9% 2=+/20—22—y2

* 54. Narysowaé obszar catkowania i nastepnie zmienié¢ kolejnoéé catkowania:

1 2-2¢ 3-3z—3y 9 0 N
/d / / f(z,y, z) dz; (b) /dw / dy / f(z,y, z) dz;
0 0 —2 d4—x? .\ [az2y?
3 vz Vz—a? 1 Vi—z? 1
/dz / dx / f(z,y, z) dy; (d) /dw / dy / (x,y,2)dz.
0 -z —Vz—z? 0 0 z2+y?

55. Obliczy¢ calki potréjne z podanych funkcji po wskazanych obszarach:
(a) g(x,y,2) ="V U:2<0, —2<y<1,0<2< —a;

1
b —  U:2>0,y>0,0<z2<1-a—y;
(b) g(z,y,2) = s y > z T—y

() g(z,y,2) =a? +9?, U: 2> +9°<4, 1 -2 <2<2 -1
(d) g(z,y,2) =2%y*, U: 0<z<y<z<Ll

56. Wprowadzajac wspélrzedne walcowe obliczy¢ catki po wskazanych obszarach:

a) ///(z2+y2+z2)2d:cdydz, U:22+1y2<4,0<2<
U

b) ///xyzd:cdydz, U: Va2 +y2<z< /1 —2%—9y%
U

c) ///(:102—i—y2)dacdydz7 U: 224+ +22 < R?, 22 + 9> + 22 < 2Rz;

d) ///(x—i—y—i—z)dxdydz, U:22492<1,0<2<2—2—v.

Cwiczenia 12

57. Wprowadzajac wspolrzedne sferyczne obliczyé calki po wskazanych obszarach:

dxdyd
a)///,/ixyz <a?+yP 42 <Y;
I2+y +22
U
b) ///(x2+y2)da:dydz,U: Vz+y2 <z <1 —a? —y?
U

c) ///Z2d$dde,U: 22+ 9%+ (2 — R)?> < R? (R > 0); ///x dredydz; U = 2? +y* + 22 < 4a.
U

58. Obliczy¢ objetosci obszaréw U ograniczonych podanymi powierzchniami:
(a) 2 +y* =9, z+y+z=1, 2+y+z=2>5 ) z=4—2% 2z=19>-05
1 2 2 ) 2 2 2
(c)z:m, z2=0, z°+y° =4 @ a*+y"+22=2, y=1(y=1).
59. Znalez¢ polozenia srodkéw masy obszaréw jednorodnych:
(a) D= {(z,y) eR*: 2° <y < 9}; (b) D={(z,y) eER*: 0< 2z <m 0<y<sin®a};

(c) D={(z,y) eR*: 0<a<1,|y[<e”}; (d) D tréjkat réwnoramienny o podstawie a i wysokoci h;

8



(e) D — tréjkat réwnoboczny o boku 2a, do ktérego dotaczono pétkole o promieniu a;

(f) D — kwadrat o boku 1, z ktérego wycieto po6tkole o §rednicy 1.

60. Obliczy¢ momenty bezwladnosci obszaréw jednorodnych o masie M, wzgledem wskazanych osi lub punktow:
(a) tréjkat réwnoboczny o boku a, podstawa; (b) odcinek paraboli o szerokosci a i wysokosci h, 0§ symetrii;
(c) kwadrat o boku a, przekatna; (a) ¢éwiartka kotla o promieniu R, 0§ symetrii;

(e) kolo o érednicy D, érodek; (f) elipsa o polosiach a, b, 0§ symetrii.

61. Wyznaczy¢ potozenia sSrodkéw masy podanych obszaréw jednorodnych:
(a) pétkula o promieniu R; (b) stozek o promieniu podstawy R i wysokoéci H; (c) U : 22 4+y? < 2 < /2 — 22 — ¢2.

62. Obliczy¢ momenty bezwladnoéci obszaréw jednorodnych o masie M, wzgledem wskazanych osi:
(a) walec o promieniu podstawy R i wysokosci H, o$ walca;

(b) stozek o promieniu podstawy R i wysokosci H, o$ stozka;

(¢) kula o promieniu R, o$ symetrii;
(

d) odcinek paraboloidy o $rednicy D i wysokosci H, o$ obrotu.

Cwiczenia 13

63. (a) Z pewnej substancji radioaktywnej po uplywie 4 lat zostalo 20 gram, a po uplywie dalszych 4 lat tylko 4
gramy. Wyznaczy¢ mase substancji w chwili poczatkowej.

(b) Polon-210 ma okres polowicznego zaniku réwny 140 dni. Znalez¢ mase tego pierwiastka po 100 dniach, jezeli
jego masa poczatkowa wynosita 200 g.

(c) Okres polowicznego zaniku pewnego pierwiastka promieniotwérczego jest réwny 100 lat. Ile procent masy
poczatkowej tego pierwiastka pozostanie po i) 10, ii) 50, iii) 200 latach?

64. Scalkowaé rownania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych:

(a) yy' + 4t = 0; (b) dy = 2ty?dt; () t(y>—1)dt+y(t*—1)dy=0;

(d) 2vty = /1 —y2; )y =1+t+y+ty; By +4y=y(e " +4).

65. Rozwiazaé zagadnienia poczatkowe dla réwnan rézniczkowych o rozdzielonych zmiennych:

(a) 3/ sint = ylny, y(g) =e¢; (b) tv/1 —y2dt +yv1—t2dy =0, y(0)=1;
() tly+1)y =y, yle)=1; (d) yeostdt — (1+y*)dy =0, y(0)=1;
@y =y (1+t*), y0)=-2 (e’ -1)=1, y(0)=0.

66. Rozwiaza¢ réwnania rézniczkowe liniowe niejednorodne:

(a) ¥ +y = sint; (b) y +2ty=e"; (c) ty' — 2y = t* cost;

(d) ty' — 2y = 4t*; (e) ty +e' —ty' = 0; (f) (2t +1)y" = 4t + 2y.

67. Wyznaczy¢ rozwiazania zagadnien poczatkowych dla réwnan liniowych niejednorodnych:
@)y —y=1, y(3)=3; (b) ¥" = (y + D sint, y(to) = yo;

)ty +y=t+1, y(1)=0; (d) ¢ sintcost =y +sin®t, y (g) =0.

Cwiczenia 14

68. Napisa¢ réwnania charakterystyczne liniowych réwnan rézniczkowych o stalych wspétczynnikach:
(@) y" =2y +y=0; (b) y" =3y =0; (c) 4y" +y' = 0;
(d) 29" =3y + 4y = 0; (e) y' =2y; (f) y" = 4y — 29.
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69. Rozwiagzaé¢ rownania rézniczkowe liniowe o stalych wspétczynnikach:
(a) 6y" =5y +y=0; (b)y" —y' =2y=0; ()4 —4y+y=0;
(d) y" +y + % =0; () y" —4y' +5y=0; (f) y" =2y +5y=0;
(g)y" +6y" +18y=0; (h) 7y’ +4y —3y=0; (i)y" —6y +9y=0.

70. Rozwiazaé podane zagadnienia poczatkowe:

(a) y" +y —6y=0, y(0) =1,9'(0) =0; (b) y" +9y=0, y (g) =1y (g) =1
(©y" =2y +y=0, y(1) =2,9'(1) = 3; (d) y" =7y +12y =0, y(0) =3,y (0) = —2.
71. Korzystajac z metody uzmienniania statych rozwiaza¢ liniowe, niejednorodne réwnania rézniczkowe:
1 482 + 1
" 4o 4 4y — —2t, b " dy = . "N, = - .
() y" +4y +dy=e"" (b) y" +dy = —= (©)y" -y v
(d) y" — 2y tgt = 1; (e) y"+3y'+2y=m; (f) ¥ + 3y" + 2y = cos (¢").

72. Metoda operatorowa rozwiaza¢ zagadnienia poczatkowe dla rownan rézniczkowych liniowych o statych wspét-
czynnikach:

@)y —y=1, y(0)=1

)y +y =0, y(0)=1,y(0)=1;

(e) y" — 2y +2y =sint, y(0)=0,y'(0)=1;
(8) v" +4y +4y =t>, y(0) =0, y'(0) =0;

b) y' —2y =sint, y(0)=0;
d) y" +3y' =e?, y(0)=0,y(0)=—1;
£)y" =2y +y=1+t, y(0)=0,y'(0)=0;

(
(
(
(h) ¥ + 4y +13y = te™', y(0) =0, y'(0) = 2.

Cwiczenia 15 — kolokwium
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