Analiza Matematyczna IT (MAT1645) dla W10
Opracowanie: dr Marian Gewert, dr Zbigniew Skoczylas

Lista zdan obejmuje caly materiat kursu i jest podzielona na 7 cze$ci odpowiadajacych kolejnym ¢wiczeniom. Na
zajeciach nalezy rozwiazaé jeden lub dwa podpunkty z kazdego zadania. Pozostale podpunkty przeznaczone sa
do samodzielnej pracy studentow. Na koncu listy zadan umieszczono przykladowe zestawy zadan z kolokwium,
egzaminu podstawowego i poprawkowego, a takze wykaz ksiazek, z ktérych sa one zaczerpniete.

Uzdolnionych studentéw zachecamy do przygotowania sie¢ w czasie semestru i nastepnie udzialu w egzaminie na
ocene celujaca z analizy matematycznej 2. Zadania z egzamindéw z ubieglych lat mozna znalezé na stronie inter-
netowej http://wmat.pwr.edu.pl/studenci/kursy-ogolnouczelniane /egzaminy-na-ocene-celujaca oraz w ksiazce [4].

Cwiczenia 1

1. Korzystajac z definicji obliczyé pochodne czastkowe pierwszego rzedu f;, f, funkcji f we wskazanych punktach:
2

(a) f(xvy) = %v (Oa 1); (b) f(x,y) =V 0 +y4v (070)

2. Obliczy¢ pochodne czastkowe f;, f, funkcji f i pochodne czastkowe g, gy, g. funkcji g:

xQ 3 _r cosfj
@ ) = (b) fa.y) = arot (© fley) ="
(@) fla,y) = yv/a + % @ fy) =l (VaZ Ty —z); () gley,2) =+ 4y

y
(2) 9(a,9,2) = 5—5— (h) g(z,y,z) = cos(zsin(y cos 2)); (1) 9(z,y,2) = \/:172 TV + V4L

T2yt
3. Napisa¢ réwnania plaszczyzn stycznych do wykreséw podanych funkcji we wskazanych punktach wykresu:
5 g9 __arcsinz 1 V3
a) z=2x"/ 1 1,3 ;o (b)) z= v (2,—-1 c o (¢) p= _- V2 .
( )Z xz y+ ) ( ) 720)7 ( )Z € ) ( ) 720)7 ()Z arccosyv < 25 2 y 20 |3

d)z=024z- 3y)4, punkt wspdlny wykresu i osi Oz; (e) z = e*"¥ — *7Y, punkt wspélny wykresu i osi Oz.

4. (a) Na wykresie funkcji z = arctg r wskazaé¢ punkty, w ktérych plaszczyzna styczna jest réwnolegta do plasz-
Y

czyzny £ +y — z = 9.

(b) Wyznaczy¢ réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkeji z = z? + 42, ktéra jest prostopadla do prostej

r=t,y=t, z2=2t,teR.

5. (a) Wysoko$¢ i promien podstawy walca zmierzono z dokladnoscia 1 mm. Otrzymano h = 350 mm oraz

r = 145 mm. Z jaka w przyblizeniu dokladnoscia mozna obliczy¢ objetosé V' tego walca?

(b) Krawedzie prostopadloécianu maja dlugosci @ = 3 m, b = 4 m, ¢ = 12 m. Obliczy¢ w przyblizeniu, jak zmieni

sie dtugo$¢ przekatnej prostopadloécianu d, jezeli dtugosci wszystkich krawedzi zwigkszymy o 2 cm.

(¢) Oszacowaé blad wzgledny dy objetosci prostopadloéciamu V| jezeli pomiaru jego bokéw x, y, z dokonano z
doktadno$cia odpowiednio A, Ay, A,.

Cwiczenia 2

6. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach i kierunkach:
(8) F(@.y) = VE + 12, (w0,0) = (0,0), v=(V3/2,1/2);
(b) flw,9) = Yaw, (v0,30) = (1,0), v=(V2/2, vV2/2).

7. Obliczy¢ gradienty podanych funkcji we wskazanych punktach:



(a) f(z,y) =2° +2y* +2,(1,=2);  (b) f(z,9) =In(z+1Iny), (e,1); (c) flz,y) = (1+ay)’, (0,0);

(d) g(x,y,z) = ‘T\/y_ e* lnyu (07170); (e) g(:c,y,z) = y—l—xm’ (0,1,#); (f) g(xvyvz) = \/ T+ \/ y+\/zv (17171)'

8. Obliczy¢ pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach i kierunkach:
(a) f(x7y> = IQ + yQ, (IOa yO) = (_35 4)7 V= (12/135 5/13)7

(b) fla,y) =2 = S +y. (@0.30) = (L1), v = (3/5, —4/5);
(c) g(x,y,2) = ew2y_z, (xo,v0,20) = (—1,1,-1), v =(2/3,-2/3,1/3).

9. (a) Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f(z,y) = y — 2% +2In(zy) w punkcie (—1/2, —1) w kierunku wersora
v tworzacego kat o z dodatnia czescia osi Ox. Dla jakiego kata oo pochodna ta ma wartosc 0, a dla jakiego przyjmuje
warto$¢ najwieksza?
(b) Wyznaczy¢ wersory v, w kierunku ktérych funkcja f(z,y) = Ve® (:C + y2) w punkcie (0,2) ma pochodna
kierunkowa réwna 0.

10. Obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji f i g :
3

(a) f(z,y) = cos (z* +y°); (b) f(z,y) = ye; (c) flx,y) =a® + y?
(d) f(x,y)zylng; (e) g(w,y,Z)Zﬁ; (f) g(z,y,2) =In (v +y* + 2° + 1).

Zauwazy¢, ze odpowiednie pochodne czastkowe mieszane sa réwne.
11. Sprawdzié, ze podane funkcje spelniaja warunek fz, + fyy = 0 (réwnanie Laplace’a):

(a) f(z,y) = arctg g; (b) f(z,y) =In(2* +3%); () f(z,y) = cosxcoshy.

Cwiczenia 3

12. Znalez¢ ekstrema lokalne funkcji:

(a) f(z,y) = 2° 4+ 32y® — 512 — 24y; (b) f(z,y) = ze ¥ + é + eY; (¢) flx,y) = 2y (12 —x —y) (z,y > 0);
d) f(z,y) =yvz—y> —z+6y;  (e) flz,y) =2° +y° — 3ay; (f) f(x,y):§+§+y(x,y>0);
(g) f(z,y) = zy +Iny + 2*; (h) flz,y) = "2 4+ V= + 5 (i) flz,y) =" ¥ (5 -2z +y).

13. Obliczy¢ calki podwdjne po wskazanych prostokatach:

a) //(I+xy—x2—2y) dady, R =[0,1] x [0,1]; (b) //%,R:[lﬂ]x[lé&];
R

dzd
// - +Z s T R= 0.2 0.1 (d) //xsin(my) dudy, R = [0,1] x [, 27];
R
dzd
) //dxdy R=1[0,1] x [-1,0}; 0 [[EELE p o x .1
e

R R
14. Catke podwdjna / f(z,y) dzdy zamienié na calki iterowane, jezeli obszar D ograniczony jest krzywymi o
réwnaniach:
(@) y=a? y=z+2 (b) 2® +y* =4, y=22—2% ==0(z,y>0);
(c) 2* —4da +y* + 6y — 51 = 0; (d) 2 —y* =1, 22 +y* =3 (2 <0).

15. Obliczy¢ calki iterowane:

2 z° 4 2z 2 Vai=z? 3 Yy
a) /dw/%dy; (b) /d:v/:v%/y—xdy; (c) /dw / (2® + %) dy;  (d) /dy/\/y2+16dac.
x
1 x 1 x Z2 0 0o 0

Narysowaé obszary calkowania.



Cwiczenia 4

16. Obliczy¢ catki po obszarach normalnych ograniczonych wskazanymi krzywymi:

1
(a) //wad:vdy, D:y=uzy=2-2a% (b) //wzydwdy, D:iy=-2y=—y=—V-ux
€T
D D

(c) //e%da:dy, D:y=Vz,z=0,y=1/2,y=1; (d) //(xy+4x2) dedy, D:y=xz+3,y=2>+3z+3;
D D

9 2 o B o x dxdy S B B B '
(e)//xeyda:dy,D.y—:c,y—l,a:—O, (f)//m,D.:zr—l,:zr—2,y—x,y—:17\/§,
D D
() //em2d:vdy, D:y=0,y=2z,x=+VIn3; (h) //(2x—3y+2) dedy, D:y=0,y=m, x=—1,z =siny.
D D
17. Wprowadzajac wspdlrzedne biegunowe obliczy¢ podane catki podwdjne po wskazanych obszarach:
(a) //:Cydacdy, D: 22 4+4% <1, % <y < V3 (b) //xyzd:vdy, D:z>0 1<224+¢y?><2;
D D

(c) //y2ew2+y2dxdy,D: r>0,y>0 22+5°<1; (d) //x2d:vdy,D: 22 4+ y? < 2y;
D D

(e) //(x2+y2) drdy, D: y>0, y<22+y?<z; (f) //yd:cdy,D: 2?2 +y? <22 (y<0).
D D

Obszar D naszkicowaé we wspolrzednych kartezjanskich.

18. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych krzywymi:
(a) y* =4z, a+y=3, y=0(y>0); (b) 2® +y* =2y =0, 2° +y> — 4y = 0;

)r+y=4, s+y=8, 2—3y=0, v—3y="5; (d) 2® +y* =2y, y= V3.

Cwiczenia 5

19. Obliczy¢ objetosci bryl ograniczonych powierzchniami:

(a) 2 =+/25 — (22 + 42), 2 = 22 + 4% — 13; b) 2 +y?+22=4, 2=1 (2> 1);

()2 +9? —2y=0, z=2a2?+9° 2=0; (d)z=5—-2%—9% z2=1, z =4

() (z=1)+@y-1)°=1, z=ay, 2=0; () 2z =2+ 4% y+2=4

20. Obliczy¢ pola platéw:

(a) z=a?4+9% 22 +9°<1; W) 2?4+ +22=R* 22 +9y* —Rx<0, 2>0; (c)z=+a2+y2 1<2<2;
(d) czesé sfery a2 + y2 + 22 = 3 lezaca wewnatrz paraboloidy z = (:102 + y2) /2.

21. Korzystajac z definicji zbadaé¢ zbieznos$¢ catek niewlasciwych pierwszego rodzaju:

00 00 o} 0 o} 00
dx Vrdz e* dx dx 5
. b . d . d . . f Id .
@ [mm 0 [E© [eosedn @) [ EE @ [ gm0 et
2 4 21 —oo —0oo —o00

22. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznoéé catek niewlasciwych pierwszego rodzaju:

T dx T da Oo:c(a: +1)dz T (2* 4+ 1) dz T (x+sinz) dx T (3+cosx) dx
@ f o O i o [ SR @) [ EEE o [ | .
z(vVzT+1) (VZ +3) r+rz+1 3T +1 x Vr+2
1 1 1 0 ™ 4
23. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznos$¢ catek niewlasciwych pierwszego rodzaju:
@ [WEELE ) [ EE o [( ) i @ [ tan @ [
x(x+1) Vb —3 T 23 —sinx
1 5 2 1 1



24. (a) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = oraz osig Ox.

22 +9
(b) Obliczy¢ objetosé bryly powstalej z obrotu wokdl osi Oz obszaru D = {(x, Y ER?: 2>00<y< e_””}.

(¢) Uzasadnié, ze pole powierzchni powstalej z obrotu wykresu funkcji y = —\/_ (x = 1) wokdt osi Oz jest
T\ T

skonczone.

Cwiczenia 6

25. Znalez¢ sumy czeSciowe podanych szeregdw i nastepnie zbadaé ich zbieznosé:
= /5\" = 1 n—1
WX (5) Oiam OXSE OY s
|
= 6 —n +3n+2 = ol n+1 +\/—

26. Korzystajac z kryterium catkowego zbadac¢ zbieznosé szeregow:

= 1 n—-1 “Inn > 1 = en
. b . e, d . .
WY O A OL N @Y 0 Y 5
27. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznosé szeregdw
o 3n+1 — Vn2 2" 4 en > 3" +n
—; (b ; _.
(a);rﬁ—i—? (); n2—|—2 Zsm ;6”4—4”’ (e);n3n+2n
28. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé¢ zbieznos¢ szeregow:
= n?+2 = n?+1 e -1 = >, sin (7/n?)
—— (b — —: (d 4"In (14+37"); _—.
WY et AT OX G @ emaea): @3 B
29. Korzystajac z kryterium d’Alemberta zbadaé¢ zbiezno$é szeregdw:
o 2016™ — 5" + 1 — n! — n"
. b . o d .
(2) — (2n)!” ( );n‘l—i-f (C);n’“ ( );w"n!

30. Korzystajadc z kryterium Cauchy’ego zbadaé zbieznosé szeregéw:

(2n + 1) 2" 43" — "
Z 3Z2+1 (b)z3n+5n; Z n+1"2’ (d)z(arCtgnLH> '

n=1 n=1 n=1 n=1

31. Korzystajac z twierdzenia Leibniza uzasadnié zbieznosé szeregéW'

(a) S (~1)" (\/n2 T1- n); (b) Z(_1)"3n o Zsm

n=0 n=0 n=1

Cwiczenia 7

32. Zbadac zbieznos¢ oraz zbiezno$¢ bezwzgledna szeregow:

(=" = (=1)"n =/ —2n \" = =, sinn
. b . . d D" (e —=1): .
(a) ngo 277, + 17 ( ) 7;2 n2 + 2 ) (C) ngl 3n + 5 ’ ( ) HZQ( ) (\/E )7 (e) — 277,
33. Wyznaczy¢ przedzialy zbieznosci szeregéw pot@gowych'
= (z—1)" = (x — = (224 6)" = n(z+ 1)
@) 3 )Y (e -1 Z @Y T @Y
n=1 n=0 n=1 n=1 n=1

34. Znalez¢ szeregi Maclaurina podanych funkcji i okresli¢ przedzialy ich zbiezno$ci:
5 . T 9 x
1—2z (b) sin5;  (c) 27 (d) m;

3
(a) 5
35. Korzystajac z rozwinie¢ Maclaurina funkcji elementarnych obliczy¢:
(2) FOO(0), fla) =acosa;  (b) fEO(0), fla)=we™™;
3
(©) f10(0), fla) = (@ F990), f(@) = wsin® .

(e) cosha;  (f) sin?z.

x .
1422’



36. Wykorzystujac twierdzenia o rézniczkowaniu lub catkowaniu szeregéw potegowych pokazaé, ze dla kazdego
x € (—1 1) prawdziwe sa réwnosci:

o0 2 oo
Zn:z: 1_7:6)2 Z n(n+ 1)z ﬁ; Z%:—lnl—x)

n=1

37. Obliczy¢ sumy szeregdw liczbowych:

o0

1 * on 1 -
O rpe O X 5 @ 30D, o

oo

n=2 n=1 n:l

Wskazéwka. Wykorzystaé rownosci z poprzedniego zadania.

Przykladowe zadania z kolokwiow

[

10.

11.

12.

13.

14.

15.

e Tdx

Obliczy¢ catke niewlaéciwz@/
1 —z’
J Vi+te

o0

Zbadaé zbieznosé calki niewladciwej .
) / x+ Jx

1

n2" +1
Zbadaé zbi
adac¢ zbieznosé szeregu Z TR
o0
In(n+1)
U S e, \n '
zasadni¢ zbieznosé szereguZ( 1) —
n=2
(x+5)"
Zmalez¢ przedzial zbieznosci szere otegowego
nalezé przedzial zbieznoéci szeregu potegoweg Z TR
2
. Funkcje f(z) = 1 iz rozwinaé¢ w szereg Maclaurina. Poda¢ wraz z uzasadnieniem przedzial zbieznosci.

Narysowaé dziedzine i obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f(z,y) = Vy — z-In (9 — 2?2 - yz) .
Napisaé¢ réwnanie plaszczyny stycznej do powierzchni (x + 2)? 4 (y — 3)? + 2% = 6 w punkcie (0,2, —1).
Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f(z,y) = (x2 — y) e~ w punkcie (x0,0) = (1,1) w kierunku

wersora tworzacego kat a = 7/3 z dodatnia czescia osi Oz.

Wyznaczyé wszystkie punkty, w ktérych pochodna kierunkowa funkcji f(z) = @ w kierunku wersora
Y

(v2/2, \/5/2) przyjmuje warto$é 0.

1
Znalezé wszystkie ekstrema funkeji f(z,y) = Sy +

y  Vro
1 4"
Narysowaé obszar catkowania i nastgpnie zmienié¢ kolejnosé catkowania w calce / dz / flz,y) dy.
0 2=

Obliczy¢ pole czesci powierzchni sfery 22 4+y2 4+ 22 = 3 lezacej wewnatrz paraboloidy 2z = 2% + 2. Sporzadzié
rysunek.

dxd
Obliczy¢ catke //%,gdzieDz{(:v,y)ER2:1<x2+y2<9,y<0}.
e +y
D

Obliczy¢ objetoéc bryty U ograniczonej powierzchniami: 2% +y? =1, z =22 +y?> — 3, 2 =5 — /22 + 2.



Przykladowe zestawy zadan z egzaminow

W rozwiazaniach zadan nalezy opisa¢ rozumowanie prowadzace do wyniku, uzasadni¢ wyciagnigte wnioski, sfor-
mulowaé wykorzystane definicje, zacytowaé potrzebne twierdzenia (poda¢ zalozenia i teze), napisaé zastosowane
wzory ogélne (z wyjasnieniem oznaczen). Ponadto, jesli jest to konieczne, nalezy sporzadzié czytelny rysunek z
pelnym opisem. Skreslone fragmenty pracy nie beda sprawdzane.

Egzamin podstawowy

Zestaw A

o0
3
1. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego E —(2 —3x)".
n

n=1

2. Funkcje f(z) =

nosci.

1
— 2 oraz jej druga pochodng rozwinaé w szeregi Maclaurina. Poda¢ promienie ich zbiez-
—x

3. Wyznaczyé réwnania plaszczyzn stycznych do powierzchni f(z,y) = 2® + y* — 6xy + 152 w punktach, w
ktérych sa one rownolegle do plaszezyzny 6x — 2y — z = 0.

o0
4. Korzystajac z kryterium catkowego zbadaé¢ zbieznosé szeregu Z

n=2

vinn
—

5. Obliczyé objetoéé obszaru ograniczonego powierzchniami z = 3 — 4%, 2 = 2y, © = 0, x = 1. Sporzadzi¢
rysunek.

6. Obliczyé pole czeéci powierzchni z = 22 +12 lezacej miedzy plaszczyznami z = 11 z = 4. Sporzadzié rysunek.

Zestaw B

oo

2" +1
1. Zbadaé zbieznosé szeregu Z ne
n=1

n3n + 1
. 3 y 8
2. Zmalezé ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = yvxr + —= + —.
VIooy?
3. Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f(z,y) = Ve* (x + yz) w punkcie (0, 2+ \/5) w kierunku wersora v
tworzacego kat % z dodatnim zwrotem osi Oz. W ktérym z oSmiu geograficznych kierunkéow: N, W, S, E,

NW, NE, SW, SE szybkosé wzrostu funkcji f w punkcie (O, 2+ \/5) jest najwigksza?
Uwaga. N-péinoc, W-zachdd, S-potudnie, E-wschéd.
16 logy x

4. Narysowac obszar calkowania i nastepnie zmieni¢ kolejnos¢ catkowania w calce / dz / flz,y) dy.

1 log, x
5. Obliczy¢ objetosé bryly ograniczonej powierzchniami: z = /25 — (22 + y2), 2 = 1 + /22 + y2.
Co . . . rdz
6. Obliczy¢ calke niewladciwa / — -
*+1

1



Egzamin poprawkowy

Zestaw A

o0
vV 1
1. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego E nt
n

n=1

(4+ 2x)".

T 3x2-2

3. Wyznaczyé réwnania plaszczyzn stycznych do powierzchni f(z,y) = 2® + y* — 6xy + 152 w punktach, w
ktorych sa one réwnolegte do ptaszczyzny 6x — 2y — z = 0.

2. Napisa¢ rozwinigcie funkcji f(x) w szereg Maclaurina, a nastepnie obliczyé¢ f(17)(0), f(1#)0).

4. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = Inz* + Iny? — 4y — 2.

5. Na plaszzczyZnie zaznaczyé obszar D ograniczony krzywymi z = 32, z = 2 — 3%, Obliczy¢ catke podwéjna

// xy dzdy.
D

6. Narysowaé bryle ograniczona powierzchniami z = 24/22 + y2, z = 3 — 2% — y? i obliczy¢ jej objetosé.

Zestaw B
o 1
1. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego E — 2z +4)".
n
n=1
L
2. Zbadaé zbieznosé szeregu +| .
n!
n=1

3. Wyznaczy¢ réwnanie plaszezyzny stycznej do powierzchni f(z,y) = In (2 + 22y — y2) w punkcie, w ktérym
jest ona réwnolegta do ptaszczyzny 2y + z = 0.
4. Narysowaé obszar calkowania i nastepnie zmienié¢ kolejnos¢ calkowania w calce iterowanej
1 2422

O/d:c\//g f(z,y) dy.

5. Obliczy¢ pole czesci powierzchni sfery 22 4+y2 + 22 = 3 lezacej wewnatrz paraboloidy 2z = 2% + 2. Sporzadzié
rysunek.

dzr
z2 — 3z

o0
6. Zbadaé zbieznoéé calki niewtadciwej / korzystajac z kryterium: (a) ilorazowego; (b) poréwnawczego.
4

Egzamin na ocene celujaca

Zestaw z 2016 r.

o0
1. Zbadaé zbieznosé szeregu Z (3 In (n2 + 1) —2In (n3 + 1)) .
n=1
2. Wafelek do loda ma ksztalt stozka wydrazonego o wysokosci H z jednakowa gruboscia Scianek (rysunek).
Masa lodowa (stozek) wypelniajaca wafelek ma wysoko$é¢ h (h < H). Przyjmujac, ze wafelek i masa sg
jednorodne, a gesto$¢ masy jest 2 razy wieksza od gestosci wafelka, wyznaczyé potozenie srodka masy calego
loda.




3. Katem nachylenia gtadkiej powierzchni w ustalonym jej punkcie nazywamy kat ostry miedzy ptaszczyzna
styczna w tym miejscu, a poziomem. Obliczy¢ sredni kat nachylenia wzgérza o rownaniu

1
z:z—x2—y2 (z20).

4. Trzy boki czworokata wypuktego maja dtugosé 1. Jaka powinna by¢ dlugosé czwartego boku czworokata oraz
jak powinien by¢ on uksztaltowany, aby mial najwigksze pole?

Zrodla zadan
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