Elementy analizy wektorowej

Opracowanie: dr Marian Gewert, dr Zbigniew Skoczylas

Lista zadan-

%

Catki krzywoliniowe niezorientowane

1. Obliczy¢ calke krzywoliniowa niezorientowana / fdl, jezeli:
r

1
(a) f(z,y) = NecEars I' — odcinek laczacy punkty (0,—1), (2,0);
(b) f(x,y) = zy, T — cze$é¢ okregu 22 + y? = R? lezaca, w pierwszej éwiartce uktadu wspoétrzednych;
2 +y’ + 22 = R?,
(¢) f(z,y,2) = = +y, I' — éwiartka okregu polozona w pierwszym oktancie
Yy =,
uktadu wspoétrzednych;

2
(d) f(z,y) = (m2 + y2) , I —okrag 22+ 94> =9;
(e) f(z,y) = wy, T — cze$é¢ okregu x2 + y? — 2y = 0, polozona w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzed-
nych;

(f) f(z,y) = arctg g, I" — tuk spirali Archimedesa x = tcost, y = tsint, t € [0, g} .
x

2. Obliczy¢ dtugosci tukdw:
(a) T': x=a(t —sint), y = a(l —cost), gdzie 0 < t < 27 oraz a > 0;

(b) T' — jeden zwdj linii $rubowej o skoku h nawinietej, na walec o promieniu R;

(¢o): = et cost, y = et sint, z = e_t, gdzie 0 < t < 0.
3. Obliczyé¢ pole czeéci powierzchni bocznej walca x? + y?> = 1 ograniczonej plaszczyznami z =
-z, 2 =0+y.

4. Obliczy¢ masy podanych tukéw o wskazanych gestosciach liniowych:
(a) T': x =acost, y=asint, gdzie t € [0,27], A\(x,y) = |y| oraz a > 0;

(b)T': z=rcost, y=rsint, z = bt, gdzie 0 <t < 27, Az,y,2) = 2%+ y* + 22 oraz r,b > 0;
t2 t3
()T: z=t, y=5 z:g,gdzie0<t<1, ANz, y, 2) = /2y.

*Zadania zaczerpnieto z ksiazki autoréw: Elementy analizy wektorowej. Teoria, przyklady, zadania




5. Wyznaczy¢ wspoélrzedne srodkéw masy tukéw jednorodnych:

a
a) linia lancuchowa y = 5 (em/“ + e_x/“), gdzie —a < = < q;

)
b) linia srubowa x = rcost, y = rsint, z = bt, gdzie 0 <t < 2m;
c) brzeg trojkata sferycznego 24y +22=1,gdziex >0,y >0, z>0;

d) éwiartka okregu o promieniu R;

f) krzywa 2 +y2 =1, z + 2y + 32 = 12;
g) tuk cykloidy x =t —sint, y = 1 — cost, gdzie t € [0, 27];
h)

(

(

(

(

(e) polokrag o promieniu R wraz ze $rednica;

(f)

(

(h) tuk okregu x2 + y? = 1, polozony powyzej prostej y = x;
(

i) tuk asteroidy opisany réwnaniem x = 6cos®t, y = 6sin’¢, gdzie t € {0, g] .

6. Obliczy¢ momenty bezwtadnosci podanych tukéw jednorodnych o masie M wzgledem wskazanych
osi:

(a) brzeg kwadratu o boku a, wzgledem przekatnej;

(b) odcinek AB, gdzie A = (1,2,3), B = (3,5,4), wzgledem osi Oz;

(c) linia $rubowa x = acost, y = asint, z = bt, gdzie 0 < t < 27, wzgledem osi Oz.

Catki krzywoliniowe zorientowane

7. Obliczyé¢ caltki krzywoliniowe zorientowane z podanych pdol wektorowych po wskazanych tukach
(zorientowanych zgodnie z parametryzacja):
(a) F(x,y) = (x2 + y2,xy) , T:ax=t y=e¢, gdzietc|0,1];

(b) F(z,y,2) = (yz,zz,zy), T': x=cost, y=sint, z =t, gdzie t € [0, 27];
(c) F
(

c)

d) F(z,y) = (y ?/%/E, 2\/§>, I' — wykres funkcji y = logy x, przebiegany od punktu A = (1,0) do

(z,y,2) = (y,2z,2), T —odcinek AB, gdzie A = (1,—-1,2), B =(0,2,3);

B = (4,2);

(e) F(z,y) = (y,z), I' — lamana o wierzchotkach A = (0,0), B = (2,0), C = (4,4), D = (0,4),
przebiegana w kolejnosci A, B, C, D;

(f) F(z,y,2) = (yz, zx,zy), I' — odcinek o poczatku A = (2,—1,0) i koncu B = (0, 1, 3);

(g) F(x,y,2) = (y+ 1,x—2y,322), I' — zwdj linii $rubowej x = 3cost, y = 3sint, z = %, gdzie
t € [0, 27];

(h) F(z,y) = (zcosy,ysinz), I' — odcinek o poczatku P = (0,0) i koncu K = (m,2m).

8. Obliczy¢ caltki krzywoliniowe z p6l wektorowych F po tukach T' (orientacja tuku jest zgodna ze

wzrostem zmiennej):



(a) F(z,y) = (z—y,x+vy), T': y=sinz, gdzie0 <z <7

(b) F(z,y) = (Inz,Iny), T: y=22 gdzel<z<e.

9. Obliczy¢ calki krzywoliniowe zorientowane po wskazanych tukach zamknietych:

(a) j{a:y dz+x% dy, gdzie T jest brzegiem tréjkata o wierzchotkach A = (0,0), B = (1,2), C = (—1,4),

r
zorientowanym dodatnio;

(b) f:EQy dr + zy(y + 1) dy, gdzie T jest okregiem 22 + y? + 2y = 0, zorientowanym dodatnio;
r

(c) %(3%—#52) dx+(x+4y) dy+ (62 —2) dz, gdzie I jest brzegiem trdjkata o wierzchotkach A = (2,0,0),

r
B =(0,2,0), C =(0,0,2), obieganym w kolejnosci ABC A.

10. Obliczy¢ catki krzywoliniowe zorientowane z potencjalnych pél wektorowych F po dowolnym
huku o poczatku A i konicu B:

(a) F(z,y) = (z,y), A=(1,1), B=(-1,-2);
(b) F(z,y) = (sinxcosy,coszsiny), A = (g, g), B = (m,7);
(c) F(x,y,z2) = (m2 —yz,y? — 2uz, 2% — 2:Ey), A=(0,0,0), B=(1,1,1);

(d) F(z,y,2) = (20yz,2%2,2%y +1), A= (1,2,3), B = (3,2,1),

11. Sprawdzié, ze catki krzywoliniowe nie zalezg od ksztaltu krzywej catkowania i nastepnie obliczyé

je:
(1.3)
(a) e’ cosydr — e* siny dy;
(0,0)
(1,2)
(b) % dxr — — dy, wzdtuz tuku nie przechodzacego przez o$ Oy;
(2,1)
(2,3,4)
(c) (332 - 2yz) dz + (y2 — 2xz) dy + (22 - 23:y) dz.
(1,1,1)

12. Wykorzystujac twierdzenie Greena obliczy¢ catki krzywoliniowe zorientowane. Sprawdzi¢ wynik

obliczajac te caltki bezposrednio:

(a) ?{ (1 — x2) ydxr + x (1 + y2) dy, gdzie T jest okregiem x2 + y? = R2, zorientowanym dodatnio;

?{ (a: + y dx—i— (a: + y2) dy, gdzie T jest brzegiem tréjkata o wierzchotkach A = (1,1), B = (3,2),
r
= (2,5), zorientowanym dodatnio;

(c) fex (1 —cosy) dr — e"(y — siny) dy, gdzie T' jest brzegiem obszaru 0 < =z < 7, 0 < y < sinz,
r

zorientowanym dodatnio;

(d) f (x4 y)? do—(z —y)? dy, gdzie I jest krzywa zamknieta zlozong z luku paraboli y = 22 miedzy
r



punktami (0,0) i (1,1) oraz z odcinka taczacego te punkty, zorientowana dodatnio;

(e) jléxy dx + (:132 - y2) dy, gdzie T' jest brzegiem trojkatem o wierzchotkach A = (0,0), B = (1,0),

C :F(l, 2), zorientowanym dodatnio;

() ?{ny dx — y?xz dy, gdzie T jest brzegiem éwiartki kola 22 + 42 < 4, z > 0, y > 0, dodatnio
r

zorientowanym;

(g) j{ 22y dx — zy? dy, gdzie T jest okregiem z2 4 32 = 2, dodatnio zorientowanym.
r

(h) ?{ (vy +x +y) de+ (zvy + 2 — y) dy, gdzie T jest okregiem 2 +y? = 4z, dodatnio zorientowanym.
r

13. Za pomoca caltki krzywoliniowej zorientowanej obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych tukami za-
mknietymi:

(a) elipsa I' : x = acost, y = bsint, gdzie t € [0, 27];

(b) kardioida I" : = 2cost — cos 2t, y = 2sint — sin 2¢t, gdzie t € [0, 27];

(c) asteroida I': o = cos®t, y = sin®t, gdzie t € [0, 27].

14. Obliczy¢ prace w polu wektorowym F' podczas ruchu po tuku zorientowanym I', jezeli:
(a) F(x,y) = (2zy,2?), I — dowolny tuk laczacy punkty A = (1,0), B = (0,3);
(b) F(z,y,2) = (xy,y + 2z,2), I' : * = cost, y = sint, z = t, od punktu A = (1,0,0) do punktu
B =(-1,0,7);
(¢) F(z,y,2) = (—x,—y,—2), I' = dowolny luk laczacy punkt A = (z1,y1,21) nalezacy do sfery
22 4+ y% + 22 =12, z punktem B = (2, ¥2, 22) nalezacym do sfery x? + % + 22 = R?;
(d) F(z,y) = (:L' +y,x? — y2), I’ — prawy polokrag taczacy punkty A = (3,0) i B = (3,4);
(e) F(z,y) = (2 —y,z — 2y), I' — wykres funkcji y = €*, od punktu (0,1) do (1,e);

(f) F(z,y) = x(gyf;y I' - tuk okregu z2 4 y% = 4, od punktu P = (2,0) do K = (0,2).

Catki powierzchniowe niezorientowane

15. Obliczy¢ catki powierzchniowe niezorientowane po wskazanych platach:

(a) //(;172 + y2) dS, gdzie ¥ jest sferg x? 4+ y? 4+ 22 = R?;
b

(b) / / (x +y+ 2)dS, gdzie 3 jest czedcia plaszezyzny x + y+ z = 1, polozona w pierwszym oktancie

b

uktadu wspoétrzednych;

(c) //\/a:2 +y2dS, gdzie 3 jest stozkiem z = /22 + 32, 2 < 3;
)

(d) // (£E2 + y2 + 22) dS, gdzie ¥ jest platem opisanym przez warunki y2 122 = 1,2>20,0<2<2;
)

4



e) //(a: + 1) dS, gdzie ¥ jest pélsfera o réwnaniu z = /4 — 2% — y?;

/ / DR gdzie ¥ jest walcem 2% + y? = 4, ograniczonym plaszczyznami z = 1, z = 2.
x

16. Obliczy¢ pola platéw:
(a) ¥ — czeéé plaszezyzny 2x + 3y + 2z — 6 = 0 wycieta przez walec 22 + y? = 4;

(b) ¥ — cze$é paraboloidy z = 22 + y? odcieta przez ptaszczyzne z = h (h > 0);

(c) ¥ — powierzchnia boczna stozka $cietego o promieniach podstaw r, R i wysokosci h (r < R);
(d*) ¥ — fragment powierzchni Ziemi zawarty miedzy poludnikami 60° i 80° W oraz réwnoleznikami

45° 1 60° N. Przyja¢ promien Ziemi R = 6370 km.

17. Obliczy¢ masy platéw o wskazanych gestosciach powierzchniowych:
(a) z=x 4y, gdzie z € [1,2], y € [2,3], o(x,y, 2) = zyz;

(b) polstera z = \/ R? — 22 — 42, o(x,y,2) = z;

(c) stozek z = /22 + 92, 2 < 1, o(z,y,2) = /22 + y? + 22.
(d)z=2—-2—y,z>0,gdziey >0, z >0, o(x,y,2) = zyz;

(

e) czesé walca y? + 22 = 1 ograniczona plaszczyznami z =0, z =2, y =0, o gestosci o(x,y, z) = y2.

18. Znalez¢ potozenia srodkéw masy jednorodnych ptatéw materialnych:
a)r+y+z=4, 2+9°<1;
b) z = 24/22 + 9%, 2<2<6;
¢) z=x’ 4y z2<1;
d) szescienne pudetko o krawedzi a (otwarte od gory);
e) powierzchnia boczna stozka $cietego o promieniach podstaw r, R i wysokosci H;
f) tréjkat o wierzchotkach A = (0,0,0), B = (1,2,-3), C = (2,-2,9);
g) powierzchnia zamknietego stozka o promieniu podstawy R i wysokosci H;
)

(
(
(
(
(
(
(
(

h) z = /2?2 4+ y?, gdzie x > 0, 2z < 3.

19. Obliczy¢ momenty bezwladnoéci ptatéw materialnych wzgledem wskazanych osi:

(a) jednorodna sfera o promieniu R i masie M, wzgledem $rednicy;
1

V1 F 422 + 42

(b) paraboloida z = 2?42, gdzie z < h, o gestosci powierzchniowej masy o(z,y, z) =
wzgledem osi Oz;
(c) jednorodna powierzchnia o$mioscianu |z| + |y| + |z| = a o masie M, wzgledem osi Oz;

(d) jednorodna powierzchnia boczna walca 2 +y2 = R?, —H < z < H, o masie M, wzgledem osi Ox;



Catki powierzchniowe zorientowane i elementy analizy wektorowe;

20. Obliczyé¢ catki powierzchniowe zorientowane:

(a) # xy dydz + yz dzdr + xz dxdy,

by
gdzie Y jest zewnetrzna strong powierzchni czworo$cianu: z+y+2< 1, x>0,y >0, z > 0;

(b) # xy? dydz + y2? dzdx + za? dzdy,

by
gdzie 3. jest zewnetrzna strong powierzchni szeScianu 0 <z < 1,0 <y <1,0< 2 < 1;

(c) //x2 dydz + vy dzdx + 22 dzdy;
)

gdzie ¥ jest zewnetrzng strong powierzchni stozka /22 + 92 < 2z < 1;

(d) # 22 dxdy,

b3
gdzie ¥ jest zewnetrzna strong sfery 2% + y? + 22 = 4;

(e) //xyz dxzdy,
)

gdzie ¥ jest czescig sfery 2% + y? + 22 = 4 polozong w pierwszym oktancie ukladu wspélrzednych,

zorientowang na zewnatrz.

21. Uzasadnié¢ wzory:

(a) rot (gradU) = O, gdzie U jest funkcja majaca ciagle pochodne czastkowe drugiego rzedu na
obszarze V C R?;

(b) rot (fc) = grad f x ¢, gdzie f jest funkcja majaca pochodne czastkowe pierwszego rzedu na
obszarze V C R3, a ¢ — ustalonym wektorem:;

(c) rot (fF)=grad f x F + f (rot F), gdzie funkcja f oraz pole wektorowe F' sa rézniczkowalne w

sposéb ciggly na obszarze V C R3.

22. Uzasadnié¢ wzory:

(a) div(F x G) = Gorot F — F orot G, gdzie pola wektorowe F i G sa rézniczkowalne na obszarze
V C R3;

(b) div (rot F') = 0, gdzie pole wektorowe F ma sktadowe dwukrotnie rézniczkowalne w sposéb ciagly

na obszarze V C R3.

23. Przy pomocy twierdzenia Gaussa—Ostrogradskiego obliczy¢ catki powierzchniowe zorientowane.
Sprawdzié¢ otrzymane wyniki wyznaczajac te calki bezposrednio:

(a) # 22y dydz — y? dzdx + 2z dady,

by
gdzie ¥ jest zewnetrzna strong brzegu obszaru V : 22 492 +22<9, 2> 0,y >0, z > 0;



(b) # (x + 2z)dydz + (z + y) dzdx + (y + z) dzdy,

bl
gdzie ¥ jest zewnetrzng strona brzegu obszaru V: 2?2+ 92 < R2, 2 +y+2<2R,2z>0 (R>0);

(c) # 23 dydz + y3 dzdx + 23 ddy,

by
gdzie ¥ jest wewnetrzna strona powierzchni walca V : 22 + 4> < R?, 0 < 2z < H;

(d) # rdydz + ydzdr + z dxdy,

X
gdzie ¥ jest zewnetrzna strong walca z2 + 22 < 1, 1 < y < 3;

(e) # (:172 + yz) dydz + (ZEZ + yz) dzdz + zy? dzdy,
)
gdzie 3 jest zewnetrzna strong walca 22 + 1?2 < 1,0 < 2 < 1;

(f) # (z +vy)? dydz + (y + 2)* dzdx + (2 + z)? dzdy,
by
gdzie ¥ jest zewnetrzna strona sfery a2 + y? + 2% = 4.

(g) # 23 dydz + y3 dzdx + 22 dady,

by
gdzie ¥ jest zewnetrzna strona powierzchni walca z2 4+ 3% < 9, 0 < 2z < 2;

(h) # xdydz + ydzdx + z dzdy,

)
gdzie plat ¥ jest zewnetrzng strong sfery x? + 32 + 22 = 4;

(i) # xzdrdy + ry dydz + yz dxdz,

by
gdzie 3. jest zewnetrzna strong czworodcianu x +y+2< 3,z >0,y >0, z > 0.

24. Korzystajac z twierdzenia Stokesa obliczyé catki krzywoliniowe zorientowane. Sprawdzié¢ otrzy-

mane wyniki wyznaczajac te catki bezposrednio:

(a) ?{ 22y de + dy + z dz, gdzie T jest okregiem 22 4+ 42 = R2, z = 0, zorientowanym dodatnio;
r

(b) ?{m de+ (x+y) dy+ (x+y+2) dz, gdzie I': x =sint, y = cost, z =sint+cost dla t € [0, 27];
(c) ¢ (y+2) de+ (z+x) dy+ (x +y) dz, gdzie T jest okregiem x2 + 9% + 22 = R, x = y;
(d) ¢(y+2)dx + (2 +x)dy + (x4 y) dz, gdzie T jest okregiem 2? +¢y? +22 =1, 2 +y+ 2 =0;
(e)

(y +2)dx + (z +2)dy + (xz + ) dz, gdzie I jest elipsg 22 +y> =4, v — 2 = 0;

(f)

A= (0,0,0),

”\e\ “\e\, T, ”\e\ﬁ

(y + z ) dx + (:172 + z2) dy + (mz + y2) dz, gdzie I' jest tamang zamknieta o wierzchotkach
B =

(1,1,0), C = (1,1,1), przebiegana w kolejnosci ABC A.

25. Obliczy¢ strumienie pél wektorowych F' przez platy >:

2
(a) F(m,y,z) = (%7'22 —l‘2,§>,

gdzie ¥ jest powierzchnia zewnetrzna walca 22 + y? < R?, 0 <

/
N
N
=



(b) F(z,y,2) = ( - Y - )

Va2 + 2+ 227 2t +y? + 22 a2y + 22
gdzie ¥ jest powierzchnig zewnetrzna sfery a2 + 42 + 22 = R?;

(c) F(x,y,2) = (bx + z,x — 3y, 4y — 22),

gdzie X jest gorna czedcia plaszczyzny x + y + z = 2, odcietej plaszczyznami uktadu wspoélrzednych;
(d) F(z,y,z) = (2,0, z), gdzie X jest zewnetrzng strong walca o parametryzacji (cosu, sinu, v) dla
u € [0,27], ve[-1,1];

(e) F(x,y,2) = (x,y, 2); gdzie X jest zewnetrzna powierzchnia stozka \/22+y? < 2 < 4;

(f) F(z,y,2) = (x,y, 2); gdzie ¥ jest zewnetrzna powierzchnia czworoscianu z+y+z2 < 1,2 >0, y >

0, z> 0.

26. Obliczy¢ cyrkulacje pél wektorowych F wzdtuz wskazanych tukéw zamknietych zorientowanych
I

(a) F(z,y,2) = (y°, (x +y)% 2), T - lamana zamknigta laczaca punkty 4 = (1,0,0), B = (0,1,0),
C = (0,0,1) w kolejnosci ABC A;

(b) F(z,y,2) = (y,1 —x,—2), I —luk zamkniety otrzymany w wyniku przeciecia powierzchni walca
(x —1)2 4+ y? = 1 i polsfery (z — 2)% + 9% + 22 = 4(z > 0), przebiegany w kierunku odwrotnym do

ruchu wskazéwek zegara.



