Rownania rézniczkowe zwyczajne
MAP 3014, 3062

Opracowanie: dr Marian Gewert, dr Zbigniew Skoczylas

Lista zadan-

1. (a) Z pewnej substancji radioaktywnej po uplywie 4 lat zostalo 20 gram, a po uplywie dalszych 4 lat tylko
4 gramy. Wyznaczy¢ mase substancji w chwili poczatkowej.

(b) Polon-210 ma okres polowicznego zaniku réwny 140 dni. Znalezé mase tego pierwiastka po 100 dniach, jezeli
jego masa poczatkowa wynosilta 200 g.

(¢) Okres polowicznego zaniku pewnego pierwiastka promieniotwérczego jest réwny 100 lat. Ile procent masy
poczatkowej tego pierwiastka pozostanie po i) 10, ii) 50, iii) 200 latach?

2. Sprawdzi¢, ze podane funkcje sg rozwiazaniami wskazanych réwnan rézniczkowych na zadanych przedziatach:

int
(a) y(t) = ==, ty +y=cost, (0.00); (b) y(t) =3, ty/ +y =3¢, R;
() y(t) = 777z v +200° =0, K; (d) y(t) = -4 -2, yy' =—t, (-2,2).

3. Sprawdzi¢, ze dla kazdego C' € R podane funkcje sa rozwigzaniami wskazanych réwnan rézniczkowych, a
nastepnie znalezé rozwiazania spetniajace zadane warunki poczatkowe:

(a) y(t) =t+C, y' =1, y(0) =0; (b) y(t) = Ce', ¥ =y, y(1) = —1;

(c) y(t) = Ce™ + %et, y +2y=¢e', y0)=1; (d)ylt)=t+CVt2+1, 3 = %, y(0) = 0.
4. Scalkowaé¢ podane rownania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych:

(a) yy' + 4t = 0; (b) dy = 2ty?dt; (c)t(y*—1)dt+y(t*—1)dy=0;
(d) 2vty' = /1 —y2; () y =1+t+y+ty; (f)y’+4y:y(eft+4).

5. Dokona¢ analizy rozwigzan réwnania rézniczkowego y't = ky w zaleznosci od rzeczywistego parametru k.

6. Wyznaczy¢ rozwiazanie rownania rézniczkowego (1 + t2) y' =14 y? z zadanymi warunkami poczatkowymi:

(a) y(1) = —1; (b) y(1) = 1.
Poda¢ przedzialy, na ktérych sa one okreslone.

7. Rozwiazaé¢ podane zagadnienia poczatkowe dla réwnan rézniczkowych o rozdzielonych zmiennych:
(a) y'sint = ylny, y(g) =e; (b) /1 — 2dt + y/1 — 2dy =0, y(0) = 1;

() tly+1y =y, yle)=1 (d) yeostdt — (1+y*)dy =0, y(0) =1;

@y =y*(1+t7), y0)=-2 (He'(y-1)=1 y(0)=0.

*Zadania zaczerpnieto z ksiazki autorow: Rownania rézniczkowe zwyczagne. Teoria, przyktady, za-
dania




8. Scalkowaé podane réwnania rézniczkowe jednorodne:

(a) ty' = V2 —y> +y; (b) (t — y)dt + tdy = 0; (c) ty' =y (Iny —Int);
(d) ty’—y:ttg%; (e) (t* —y?) dt + tydy = 0; (f) t*y =ty + y°.

9. Rozwiaza¢ podane zagadnienia poczatkowe dla réwnan rézniczkowych jednorodnych oraz wyznaczy¢ prze-
dzialy, na ktérych sa one okreslone:

(a) (12 +y?) dt — 2tydy = 0, y(1) = V2; (b) ty =t + 2y, y(1) =0;

2
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(c)y' = T y(1) =1; (d) (y3 — t3) dt —ty?*dy =0, y(1) = 3.

10. Znalez¢ krzywe, dla ktérych tréjkat OSY (rysunek) utworzony przez o§ Oy, styczna i wektor wodzacy
punktu stycznosci jest réwnoramienny (o podstawie OY).

i Y
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y=y(t)
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11. Rozwiazaé podane réwnania rézniczkowe liniowe niejednorodne:
(a) y' +y = sint; (b) i + 2ty = et (c) ty' — 2y = t® cost;
(d) ty' — 2y = 4t*; (e) ty +e' —ty =0; (f) (2t + 1)y’ = 4t + 2y.

12. (a) Zaldézmy, ze 1)(t) jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego liniowego niejednorodnego (LN) ' +p(t)y =
q(t), a funkcja ¢(t) # 0 rozwiazaniem czeéci jednorodnej tego réwnania (LJ) ' + p(t)y = 0, gdzie funkcje p(t),
q(t) sa ciagle na przedziale (a,b). Pokazaé, ze kazde rozwigzanie y(t) réwnania niejednorodnego mozna przed-
stawié w postaci y(t) = Co(t) + ¥(t), gdzie C jest odpowiednio dobrang stala. rzeczywista.

(b) Zalézmy, ze funkcje n(t), ¥(t) sa réznymi (n(t) # (t)) rozwiazaniami réwnania rézniczkowego liniowe-
go niejednorodnego (LN). Pokazaé, ze kazde rozwiazanie y(t) réwnania niejednorodnego ma postaé y(t) =
C (n(t) —¢¥(t)) + n(t), gdzie C jest odpowiednio dobrang stala.

13. Wyznaczy¢ rozwiazania podanych zagadnien poczatkowych dla réwnan liniowych niejednorodnych oraz
podacé przedziaty, na ktérych sa one okreslone:

@)y —y=1, y(3) =3 (b) y" = (y + D) sint, y(to) = yo;
)ty +y=t+1, y(1)=0; (d) y'sintcost =y +sin’t, y (g) =0.

14. Dla réwnania liniowego niejednorodnego y' + py = ¢(t), gdzie p € R wyznaczy¢ rozwiazanie ¢(t) w podanej
postaci, jezeli:

a)p=4, qt)=1>—1, ()= At> + Bt + C,
b)p=1, q(t)=t* ¢(t) = At* + Bt* + Ct* + Dt + E;

(t) =4t%e™", o(t) = (A’ + Bt + C) e
= tet,

d)p=-1, q(t) (1) = (At + B)te’;
e)p =2, q(t) =cos3t, p(t) = Asin3t+ B cos3t;

.t t .t t
fyp=-2, q(t)= 251n§ —cos 3, o(t) = Asm§ + Bcos 7"

15. Znalez¢ rozwiazanie réwnania rézniczkowego liniowego niejednorodnego t2y' +y = (t2 + 1) e' spelniajace
warunek , lim y(t) = 1.
——00



16. Znalez¢ réwnanie krzywej przechodzacej przez punkt (1,1), dla ktérej pole tréjkata OST (rysunek) utwo-
rzonego przez os Ot, styczna i wektor wodzacy punktu stycznosci jest stale i rowna sie 1.
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y=y(t)
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17. Rozwiazaé podane réwnania rézniczkowe Bernoulliego:

(a) y + 2ty = 2ty?; (b) 3tyy' — 2y° = t%; () t(y +v°) =v;
. y
(d) y' —2y = ysint; (e) y’+?:ty\/z7,t>0; () y' =y (yPe —1).

18. Rozwiaza¢ podane zagadnienia poczatkowe dla réwnan rézniczkowych Bernoulliego oraz wyznaczy¢ prze-
dzialy, na ktérych sa one okreslone:

(a) y' +2ty =y°, t >0 y(1) = —1; (b) ty' +y =y’ Int, y(1) = 1;
1

(c) y' =2y = 2y/ye’ Int, y(1) =0; (d) 2y"Int + % =, yle) = Ve
y

19. (a) Basen o pojemnosci 10 000 litréw zawiera 1000 litréw czystej wody. Do basenu wlewa sie woda o skazeniu
50% z predkoscia 20 litréw na minute. Przez otwor spustowy ciecz wylewa si¢ z predkosceia 10 litréw na minute.
Wyznaczyé¢ skazenie wody w chwili napetnienia zbiornika.

(b) W hali o objetosci 200 m® powietrze zawiera 0.15 % dwutlenku wegla. Wentylator podaje w ciagu minuty
20 m? powietrza zawierajacego 0.04 % COs. Po jakim czasie stezenie dwutlenku wegla w hali zmniejszy sie
dwukrotnie?

(¢) Zbiornik o pojemnosci 250 litréw napelniony jest 4 % wodnym roztworem alkoholu. Po wlaczeniu pomp
(t = 0) do zbiornika wlewa sie 20 % wodny roztwoér alkoholu z predkoscia 5 1/min, a powstala mieszanina
wylewa si¢ dwa razy szybciej. Po ilu minutach iloé¢ alkoholu w zbiorniku bedzie najwieksza?

20. (a) Kultura liczaca 500 bakterii rozwija sie wedlug wykladniczego prawa wzrostu tak, ze po trzech godzinach
osiaga stan 8000 bakterii. Po jakim czasie populacja bedzie liczyta milion bakterii?

(b) Populacja pewnego gatunku ryb rozwijajaca si¢ wedtug wyktadniczego prawa wzrostu podwoila liczbe swoich
osobnikéw w ciagu 10 lat. Po ilu latach liczba ryb potroi sie?

(¢) Populacja pewnego gatunku biologicznego, ktérej rozwdj opisany jest réwnaniem logistycznym liczyla na
poczatku 5 tys. osobnikéw. Po 10 dniach ich liczba wzrosta do 8 tys. osobnikéw, by po dostatecznie diugim
czasie ustabilizowaé sie na poziomie 15 tys. osobnikéw. Wyznaczyé czas, po ktérym populacja podwoila liczbe
swoich osobnikéw.

21. (a) Termometr z pokoju, w ktérym wskazywal 20°C, wystawiono na zewnatrz, gdzie panowal 5°C chléd.
Po jednej minucie na termometrze bylo juz 12°C. Po jakim czasie termometr bedzie wskazywal temperature
tylko o 10 % wyzsza niz faktyczna?

(b) Cialo, ktérego temperatura wynosi 220°C umieszczono w pomieszczeniu o temperaturze 60°C. Po 10 mi-
nutach jego temperatura obnizyta sie do 140°C. W tym momencie wlaczono klimatyzatory, ktore obnizaja
temperature otoczenia z szybkoscia 1°C na minute. Jaka bedzie temperatura T' ciala po ¢t minutach od chwili
uruchomienia klimatyzatorow?

22. (a) W obwodzie elektrycznym potaczono szeregowo opornik o opornosci R = 10 [Q], cewke o indukeyjnosci
L = 2 [H] oraz Zrédlo napiecia stalego E(t) = 12 [V]. Wyznaczy¢ graniczne natezenie pradu w obwodzie, gdy
t — oo. Naszkicowaé¢ funkcje I(t) [A], jezeli I(0) = 0.2 [A].

(b) W obwodzie elektrycznym polaczono szeregowo opornik o oporze R = 5[], cewke o indukeyjnosci L = 2.5
[H] oraz zewnetrzna site elektromotoryczna E(t) = 10sint [V]. Wyznaczy¢é natezenie pradu I(¢) [A] w obwodzie,
jezeli 1(0) = 0.



23. Krzywa y = y(t) przechodzi przez poczatek ukladu wspélrzednych i lezy w gérnej péiplaszezyznie. Kazdy
prostokat ograniczony osiami uktadu wspélrzednych i prostymi poprowadzonymi z dowolnego punktu (¢, y(t))
krzywej prostopadlymi do nich krzywa y(¢) dzieli na dwie czesci. Pole zawarte pod krzywa y(t) jest dwa razy
mniejsze niz pole nad krzywa. Wyznaczy¢ rownanie tej krzywej.

WY

y=y(t)

y(t)

o t t

24. Wyznaczy¢ réwnanie ruchu kamienia o masie m opadajacego swobodnie na dno jeziora. Uwzgledni¢ opoér
wody, ktéry jest wprost proporcjonalny (ze wspélezynnikiem k& > 0) do predkosci opadania v. Przyjac, ze
glebokos¢ jeziora wynosi dy, a predkos¢ poczatkowa jest zerowa.

25. Wyznaczy¢ rozwiazania podanych réwnanan rzedu drugiego:

(a) 2" — (/)" = 0; (b) ty" —y' = t%e () 2ty'y" = ()" — 1 (d) y"'t = 2y’ + 4¢°.

26. Rozwiazaé (scalkowad) podane réwnania rézniczkowe:

2
y —y (13
(@) ™" +1=0;  (b) 2" =3@y)° =4% () -y =2@)%  (@)y" % =ye Y (y)".
27. Rozwiaza¢ podane réwnania réozniczkowe z zadanymi warunkami poczatkowymi:
Yy t? 2
@)y =T+ v =0y@) =4 ®)w'-@) =y’ Iny, y(0) =1, y'(0) = L;

()20 =3y" y(-2)=1,¢(-2)=1 (d)ty" =2(+vy), y(1)=0,4'(1) =—-1.

28. Znalezé krzywa y = y(t), ktéra przechodzi przez punkt (0,1) i jest w nim styczna do prostej t +y = 1 oraz
spelnia réwnanie rézniczkowe yy” + (y')° = 1.

29. (a) Wyznaczy¢ réwnanie ruchu spadajacego swobodnie ciala o masie m z uwzglednieniem oporu powietrza,
ktory jest wprost proporcjonalny do kwadratu predkosci spadania, ze wspotezynnikiem proporcjonalnoéci k& > 0.
Przyjaé, ze cialo spada z wysokosci sg przy zerowej predkosci poczatkowe;.

(b) Czasteczka o masie m porusza sie po linii prostej. Niech x(t) oznacza odlegloéé tej czasteczki w chwili ¢ od
ustalonego centrum na prostej. W punkcie z czasteczka jest przyciagana przez centrum z sitg kaz =2, gdzie k > 0.
Wyznaczy¢ réwnanie ruchu czasteczki oraz znalezé¢ jego rozwiazanie, jezeli rozpoczeta ona ruch w odlegtosci xg
od centrum z zerowa predkoscia poczatkowa. Obliczy¢ czas, po ktérym czasteczka osiagnie centrum.

30. Korzystajac z twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci dla réwnan rézniczkowych liniowych wyznaczy¢
przedzialy, na ktérych podane zagadnienia poczatkowe maja jednoznaczne rozwiazania:

(a) (2 —2)y" + @21y +y=Int, y(1)=1,¢(1)=0;
(b) (t=3)y" +ty' + (Inft)y =0, y(1)=0,4(1)=-1

31. Sprawdzi¢, ze funkcje p(t) = e ', 1 (t) = €' oraz ich dowolna kombinacja liniowa sa rozwiazaniami réwnania
" —2y" — 3y =0.

32. Dany jest uklad fundamentalny (y (¢), y2(¢)) réwnania liniowego jednorodnego postaci " +p(t)y’ +q(t)y = 0.
Dla jakich parametréw a, 5 € R, para funkcji (uq(t), uz(t)) okreslonych wzorami

ui(t) = ayi(t) + ya(t)
uz(t) = y1(t) + Byz(t)

jest réwniez uktadem fundamentalnym tego réwnania?



33. Sprawdzi¢, ze podane funkcje tworza na zadanych przedzialach uklady fundamentalne wskazanych réwnan
rézniczkowych. Znalezé rozwiazania tych rownan z zadanymi warunkami poczatkowymi:

(a) yi()=e"", ya(t)=e*, (—00,00), y"—y'=2y=0, y(0)=—-1,y'(0)=—5;
(b) ya(t)=Int, y2(t)=t, (0,¢), *(1=Int)y"+ty' —y=0, y(1)=2, y'(1)=1;
(©) yi(t)=t, ya(t)=¢', (—o00,1), (t=1)y"—ty'+y=0, y(0)=0,y'(0)=1;
(d) ya(t)=t, y2(t) =12, (0,00), %" =2ty +2y=0, y(1)=3,y'(1)=1.

34. Wyznaczy¢ réwnania rézniczkowe liniowe jednorodne postaci y” + p(t)y’ + q(t)y = 0, ktérych uklady
fundamentalne skladaja sie z podanych funkcji:

(a) y1(t) = sinht, yo = cosht, gdzie t € R;
(b) Y (t) =t, y?(t) = t27 gdZie te (07 OO);
(¢) yi(t) =t77, yo(t) = t, gdzie t € (0,00).

35. Do kazdego z podanych réwnan rézniczkowych wskazano jedno jego rozwiazanie. Wykorzystujac metode
obnizania rzedu réwnania znalez¢ rozwiazania ogdlne tych réwnan rézniczkowych:

(a) y" =5y +6y =0, @(t) =e™; (b) ¥ +4y =0, o(t) = cos2t;

1
(o) #y" —ty =3y =0, ¢(t) = — (d) t=1)y" = (t+1)y +2y =0, p(t) = e’
() ty" =2/ + 2=ty =0, o) =¢'; () £y +5 =0, p(t) = Vi.

36. Wyznaczy¢ te wartosci parametru m € R, dla ktérych wskazana funkcja bedzie rozwiazaniem podanego
réwnania, a nastepnie scatkowaé te rownania:

(a) @(t) = e™, (2t + 1)y" +2(2t — 1)y’ — 8y = 0; (b) p(t) =™, t*y" — 3ty’ + 4y = 0.

37. Do kazdego z podanych réwnan wskazano jedno jego rozwiazanie. Korzystajac ze wzoru Liouville’a wyzna-
czy¢ uktady fundamentalne tych réwnan:

sint
(a) 2y +ty —y=0, y:i(t) =t (b) ty" + 2y +ty = 0, yi(t) = ——.
38. Napisa¢ réwnania charakterystyczne podanych réwnan rézniczkowych:
(a) y" — 2y +y = 0; (b) y" — 3y =0; (c) 4y +y' = 0; (d) 2y” — 3y’ + 4y = 0.

39. Wyznaczy¢ réwnania rézniczkowe liniowe jednorodne o statych wspoélezynnikach postaci y” + py’ + qy = 0,
jezeli podane sa pierwiastki ich wielomianéw charakterystycznych:

(a) A = 1+ V34; (b) A1 = Xy = —2; () M =2, \a=3; (d) A\ =i

40. Wyznaczy¢ réwnania rézniczkowe liniowe jednorodne o statych wspoétezynnikach postaci v + py’ +qy = 0,
jezeli podane funkcje wchodza w sklad ich uktadéw fundamentalnych:

(a) cos2t; (b) te™%; (c) €%, et gdzie a # 2;

(d) e *sint; (e) t; (f) 1, e'.

41. Rozwigzaé podane réwnania rézniczkowe liniowe o stalych wspoélczynnikach:

(a) 6y" =5y +y=0; (b)y" =y —2y=0; () 4y’ —dy+y=0;

d)y" +y + % = 0; () y"—4y +5y=0; (f) y" — 2y + 5y = 0;

(2)y" +6y +18y=0; (h) 7y" +4y' —3y=0; (i) y" -6y +9y=0.

42. Rozwiaza¢ podane zagadnienia poczatkowe:

(a) y"+y —6y =0, y(0)=1,5(0) =0; (b) ¥ + 9y =0, y(%) =1y (g) =1
)y =2y +y=0, y(1) =2,y (1) =3; (d) y" =7y +12y =0, y(0) =3,y (0) = —2.



43. Punkt materialny o masie m porusza sie po prostej laczacej dwa centra i jest przyciagany przez nie z sita
wprost proporcjonalng do jego odlegtosci od kazdego z nich. Wspolezynnik proporcjonalnosci jest réwny £ > 0,
a odlegtos¢ miedzy centrami wynosi 2b. Znalez¢ roéwnanie ruchu i rozwiazaé je wiedzac, ze w chwili poczatkowej
(to = 0) punkt znajdowatl si¢ w odleglosci x¢ od $rodka linii laczacej oba centra i mial zerowa predkosé.

44. W obwodzie elektrycznym polaczono szeregowo cewke o indukcyjnosci L [H] oraz kondensator o pojemnosci
C' [F]. Wyznaczy¢ natezenie pradu I [A] w tym obwodzie jako funkcje czasu.

45. Wyznaczy¢ te wartosci parametru a € R, dla ktérych zagadnienie brzegowe
y" +ay =0, y(0) =y(2m), y'(0) =y'(27)

ma niezerowe rozwiazanie.

46. Sprawdzi¢, ze podane funkcje sa rozwigzaniami wskazanych réwnan rézniczkowych liniowych niejednorod-
nych. Wyznaczy¢ rozwiazania ogdlne tych réwnan lub zagadnien poczatkowych:

(a) ¥ + 10y’ + 25y = 4e™™", @(t) = 2%~
1
(b) ¥’ + 4y =sin2t, o(t) = _ZtCOS 2t:
() y" =y =2y =4t —2¢, p(t)=1-2t+¢", y(0)=0,4(0)=1;

1 7 655 157
d 2y = t2ett t t2—t et y(0) = —, /(0) = ——.
(d) y" +y =2y =t"e™, p(t) = P +t1g)¢ , y(0) 324,11() 163

1
47. Sprawdzié¢, ze funkcja p(t) =2 + get (sint + cost) jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego

y" + 3y + 2y =4+ 2’ cost.
Znalezé rozwigzanie, ktére spelnia warunek , lim y(t) = 2.
——00

48. Zakladajac, ze podane funkcje sa rozwigzaniami réwnania liniowego niejednorodnego y” + p(t)y’ + q(t)y =
h(t), wyznaczy¢ rozwiazanie ogélne tego réwnania lub rozwiazaé zagadnienie poczatkowe:

(a) p(t) = 5te 2 sint, p(t) = (cost + 5tsint) e, n(t) = (1 + 5t)e * sint;
(b) p(t)=tcost+t>sint, ¥(t)=(1+t)cost+t>sint, n(t)=tcost+(1+t*)sint, y(0) =1, ¢'(0) = 0.

49. Podane funkcje sa rozwiazaniami wskazanych rownan liniowych niejednorodnych. Wyznaczy¢ rozwiazania
ogolne tych réwnar’l'

sint 2
(a)cp(t)=—+ ) =<, Yy Yy =
(b) ¢(t) =t, W(t) =sine' +t, y' —y +ye™

50. Wyznaczy¢ rozwiazania ogblne podanych réwnan liniowych niejednorodnych, jezeli znane sa uktady funda-
mentalne odpowiadajacy im rownan jednorodnych:

() y" =Ty + 10y = €™, y(t) = €, ya(t) = ™

(b) (Bt +2t3) y" —6(L+t)y +6y =6, yi(t) =1, yalt) =t +1;
(©) -1y —tz/+y:(t—1)26t, yi(t) =t, ya(t) = e

(A) 4+ 1)y —2+t)y =€, yi(t) =1, ya(t) = te.

51. Korzystajac z metody uzmienniania stalych rozwiaza¢ podane réwnania rézniczkowe:

(a) ¥ + 4y +4y =™, (b) ¥ + 4y = —— (€) y" —y= ik £
cos 2t t/t
(d) v — 2y tgt = 1; (e) v + 3y +2y = T (f) ¥ + 3y" + 2y = cos (¢").
52. Korzystajac z metody przewidywania podac postacie rozwiazan podanych réwnan rézniczkowych:
(a) 4y” — 4y = t° — 24t; (b) y" =Ty = (t = 1% (c) y" =8y + 16y = (1 —t)e"*
(d) y" + 3y = 3; (e) y" + 25y = cos 5t; (f) ¥ +y =sint — cost.



53. Korzystajac z metody wspdlezynnikdéw nieoznaczonych (metoda przewidywania) rozwiazaé¢ podane réwnania
rézniczkowe liniowe niejednorodne:

(a) y" +2y +y=-2 (b) ¥ — 4y + 4y = t*; (c) ¥ + 4y + 4y = 8e™*;
(d) 3" + 3y = 3te™3; (e) 3" + 5y + 6y = 10(1 — t)e %, (f) v + 4y’ — 4y = 8sin 2t.

54. Korzystajac z twierdzenia o skladaniu rozwiazan i metody wspoélczynnikéw nieoznaczonych (metoda prze-
widywania) rozwiaza¢ podane réwnania rézniczkowe:

(a) y' —y —2y=e" +e (b) ¥’ —y =t +sint;

(c) y"" — 4y’ = 2cos? 4t; (d) 3" —y — 2y = 4t — 2¢".

55. Rozwiaza¢ podane zagadnienia poczatkowe:

(@) y" +y=2(1—-1), y(0) =2,9(0) = =2 (b) y" = 6y’ + 9y = 9t* — 12t + 2, y(0) =1, y'(0) = 3;
(c) y" +6y +9y =10sint, y(0)=0,y'(0)=0; (d)y" +y =e ", y(0)=1,¢(0) =—1.

56. W obwodzie elektrycznym potaczono szeregowo opornik o opornosci R = 10 (], cewke o indukcyjnosci
L = 2.5 [H] i kondensator o pojemnosci C' = 0.08 [F] oraz zewnetrzng sile elektromotoryczng F(t) = 100 cos 5t
[V]. Wyznaczy¢ natezenie pradu I(t) [A], jezeli I(0) = 01 Q(0) = 0, gdzie Q(t) oznacza ilo§é ladunku na
kondensatorze C' w chwili ¢.

57. (a) Dwa stulitrowe zbiorniki Z; i Zs, z ktérych pierwszy zawiera 10 % wodny roztwor soli, a drugi czysta
wode, polaczono dwiema rurkami umozliwiajacymi przeplyw cieczy miedzy nimi. Przy czym pierwsza rura
roztwor przeplywa w jedna strone, a druga odwrotnie. Przeplywy te odbywaja sie z predkoscig 2 litréw na
minute. Okresli¢ ilodci soli z1(t) i 22(t) odpowiednio w zbiornikach Z; i Z,. Przyjaé, ze proces rozpuszczania
soli w obu zbiornikach jest natychmiastowy.

(b) Trzy pelne zbiorniki Z;, Zs i Z3 o pojemnoéciach odpowiednio 20, 40 i 50 litréw polaczono dwiema rurkami.
Rurki te umozliwiaja przeplyw cieczy ze zbiornika Z; do Zy oraz ze zbiornika Z5 do Z3 z predkoscia 10 1/min.
Zbiornik Z; zawiera 75 % wodny roztwér soli, a dwa pozostale czysta wode. Wyznaczy¢ ilosci soli z1(t), 22(t),
z3(t) odpowiednio w zbiornikach Z3, Zs, Zs3. Przyjaé, ze pierwszy zbiornik zasilany jest czysta woda z predkoscia
10 1/min, a z ta sama predkoscia z ostatniego wyplywa roztwér. Przyjaé rowniez, ze proces rozpuszczania soli
w zbiornikach jest natychmiastowy.

58. Sprawdzi¢, ze dla podanych ukladéw réwnan rézniczkowych wskazane ciagi funkeji sa ich rozwiazaniami na
zadanych przedziatach:

Y= -, _t ot
(a) 2 (n®)e) = <6 2 262> , R
[
y2 y17
21
1=1-—

e

3 3
t (yl(t)7y2(t)) = (t32—237 t_t3:—23> s (07 );

Y
yll = _71 +y27 Cl
(c) (y1(t),y2(t)) = | C1 + Cat, 202+ — ), (0,00).
o 2y1 4 Y2 t
Yo = — 2T
59. Rozwiaza¢ podane zagadnienia poczatkowe:
5 1
!/ —
' = zlny, 2(0) = e 2, r = §I - §y’ 2(0) = 2,
@ y =y y(0) = €2 ) 1 .5
’ ’ Yy =-sz+ 5y, y0)=-L
2 2
1
¥ = -z + -y, z(0) =2 r = 23, z(0) = —,
(© 22 (@ 1 v2
A _ i ! = — O = — 2
Vo=grtgy, w0 =1 vo=m v V2




60. Podane uktady réwnan rézniczkowych liniowych zapisa¢ w postaci wektorowej: liniowych:
!/
= Yo + 3y3 — 1,
Y = tyr + t2y2 —Int, Y = 2y1 —3y2 + et, y} o2 g3
(@), wm () 47, _t () § vh = y1 + 23,
Yo = — T Y25 Yo = +e ,
¢ Y3 = y1 —y2 +t.

61. Korzystajac z twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwiagzan dla ukladéw réwnan rézniczkowych
liniowych wyznaczy¢ przedzialy, na ktérych podane zagadnienia poczatkowe maja jednoznaczne rozwigzania:

Y1 1 3 1

Y = ?+y2, Y1 <§) =1, yisint = y; — yo + sin F't, 1" Iﬂ _57

(@) 1 1 (b) 3m 1
L=y — S ~) =2 bcost = yj + ya + cost, )=z

Yo = Y1 = Y2t Yo <2) ; Yo Y1+ Y2 v2\ 3 3

62. Korzystajac z metody eliminacji rozwiazaé¢ podane uktady réwnan rézniczkowych liniowych ze wskazanymi
warunkami poczatkowymi:

o[G0 Bel=Bl ol =E7]E]L Bol-lo)
A T R Y T v P A B e P

63. Sprawdzié, czy podane funkcje wektorowe tworza na zadanych przedzialach uktady fundamentalne wskaza-
nych ukladéw rownan rézniczkowych liniowych:

W=y ] weo=[2 ] v=] T es

2e~t 4e~t
t 0 7t 0
<myaw=L4,yxw=[J,z/=[1t1]%<amx
1 t —t7t 1
(©) uilt) = tl],yxw—[2] y’[_%ﬁtqum 0. 0);
32! et €3t —8 —11 -2
(d) yl(t) = _267215 ) y2(t) =|—¢ ) y3(t) = _e3t ) y/: 6 9 2 Y, R.
2e—2t et 0 -6 —6 1
64. Korzystajac z poprzedniego zadania rozwiazac¢ podane zagadnienia poczatkowe:
, [ 11 o -], I b [0].
] Lt
1 (-8 —11 —2 1
-1 1
@y'=| L |v y(—l)Z[_l}; @y'=] 6 9 21y y0)=|2
_Z = -6 —6 1 3
L 2 ¢ -

65. Substancja chemiczna A rozpada sie na dwa sktadniki P i Q. Predko$é powstawania kazdego z tych sktad-
nikéw jest proporcjonalna do ilosci substancji nieroztozonej. ZnaleZé funkcje p(t) i q(t) okreslajace odpowiednio
ilosci substancji P i @ w chwili t. Przy czym wiadomo, ze w momencie rozpoczecia procesu rozpadu bylo a
jednostek substancji A, a po godzinie bylo 0.375a jednostek sktadnika P i 0.125a jednostek skladnika Q.

66. Przy pomocy metody Eulera wyznaczyé¢ uklady fundamentalne podanych ukladéw réwnan rézniczkowych
/ R T
y' = Ay, jezeli:

ey 3 2 6 L s 10 0
(@Aa=|"5 | by A= |-2 1-2]; (@A={_, 3l (d)A=]01-1
-1 -2 -4 01 1



67. Korzystajac z metody Eulera dla réznych rzeczywistych wartosci wlasnych rozwigza¢ uklad réwnan y’ = Ay
lub zagadnienie poczatkowe y' = Ay, y(0) = y,, jezeli:

(a)A_[—?)’—H; (b)A_[_iﬂ; (c) A= ?:% —i ; (d)A—[_;i], yo—{_(l)].

68. Korzystajac z metody Eulera dla réznych zespolonych wartosci wlasnych rozwiazaé uklad réwnan y’ = Ay
lub zagadnienie poczatkowe y’' = Ay, y(0) = y,, jezeli:

@a=| ¢l ma=| 75 4]
o [ eae [0 we]2]

69. Korzystajac z metody Eulera dla réznych rzeczywistych i zespolonych wartosci wtasnych rozwiazaé uktad
réwnan y’ = Ay lub zagadnienie poczatkowe y’ = Ay, y(0) = y,, jezeli:

010 21 -2 0 010
(a) A=|—-100[; M)A=|-10 0|, yo=| -1 1]; (c)A=|001
005 11-1 0 100

70. Metoda eliminacji wyznaczy¢ rozwiazania ogolne podanych niejednorodnych uktadéw rownan rézniczkowych
lub zagadnien poczatkowych:

(a) ¥ =z — 2y + € (b) ¥ =z + 2y, (©) * =dx — by + 4t —1, z(0) = 0,
& Yy = + 4y + e y == — 5sint; ¢ y = x — 2y + t, y(0) = 0.

71. W obwodzie elektrycznym polaczono szeregowo cewke o indukeyjnosci Ly = 1 [H], opornik o opornosci
R = 20[Q] oraz zrédlo napiecia stalego E = 50 [V] i réwnolegle do oporu R druga cewke o indukecyjnosci
Ly = 0.5 [H]. Wyznaczy¢ natezenia pradéw Ig(t) [A] 1 IL(t) [A], przy zalozeniu, ze Ir(0) =01 I (0) = 0.

72. Dla kazdego podanego ukladu niejednorodnego wskazano jedno jego rozwiazanie. Znalez¢ rozwiazanie ogdlne
tego uktadu:

(a)y’—{_(l) é]er{tht;t_l}, w(t)—[tgt];
(b)y’—{_i Hw[fﬁiﬁ} p(t) = _thle

73. Sprawdzié, ze podane funkcje wektorowe tworza na wskazanym przedziale uklad fundamentalny ukladu
jednorodnego y’ = A(t)y. Nastepnie rozwiaza¢ uklad niejednorodny y’ = A(t)y + h(t) z zadanym warunkiem
poczatkowym jezeli:

@ue-5| ] wo-%| 1] ),



74. Korzystajac z metody uzmienniania stalych znalezé rozwiazanie ogdlne ukladu niejednorodnego réwnan
rézniczkowych liniowych y' = Ay + h(t), jezeli:

1 1 —cost -5 —1 e
@a=|_y ] wo=] [ wa=[ 5] e0-]5)

sint + cost e

75. Rozwiazac zagadnienie poczatkowe y' = Ay + h(t), y(0) = y,, jezeli:

wa=[ 5] wo=[ ] w=| 1 | wa=[ 3] m0=[V] w=]0]

1
2
0-2 0 2e2t 1 11 -2 et 0
(V)A={0—-1-1|, h(t)=| 1 |, yo=|11]; (DA=]-12 1|, h(t)= ||, yo=| 1
0 0 1 1 01 -1 o3t -1

76. Rozwiazaé¢ podane uklady réwnan rézniczkowych oraz naszkicowaé ich portrety fazowe:

= 2x v = -z, == xl:g’
w{y 2% ey e{iln @y
2’ vy = 2

77. Wyznaczy¢ punkty rownowagi podanych réwnan i uktadéw autonomicznych:
@)y +y=2; b))y =y’ =y +y—1 (c)y =ly;

o =z —a® —ay?, o= a2+t -1, w' = (2+x)(y — ),
@ { @ { (0

y =2y —y° —yat y = 2wy; y = (4-2)(y+).

78. Wyznaczyé punkty réwnowagi podanych réwnan i ukladéw. Korzystajac z definicji zbadaé ich stabilno$é.
Dla punktéw stabilnych zbadaé¢ ich asymptotyczna stabilnosé:
)y +y+1=0; (b)y' =2y—1;

/

I/:_yv * I/:yv * xr =Y,
(C){y'zx; (d){y’:—2x—3y; (e*) y = —2x+ 3y.

79. Zbadaé stabilnosé punktu réwnowagi (0,0) ukltadu réwnan rézniczkowych liniowych o staltych wspdtezyn-
nikach y’ = Ay, jezeli:
-2 =5
2 2|

2 0
] ; (b) A=
80. Zbadaé stabilno$é punktu réwnowagi (0,0, 0) uktadu réwnan rézniczkowych liniowych o stalych wspélezyn-

A =
(a) -
nikach y’ = Ay, jezeli:

2 -1 2 3 2 -3 0 0 4 —0.25 1 0
(a) | 5 -3 3/; M |1 1 1]; | 2 -2 5]; (d) ~1 -0.25 0
-1 0 -2 0 -1 —4 -3 4 -1 0 0 —0.25
x/
81. Okresli¢ typy punktéw réwnowagi uktadu liniowego |, | = A , jezeli:
Yy Yy
[ 1 6 4 -1 21
A= . (b) A= : A= :
(a) 1_2]7 (b) [ 1_21, (c) l_42],
(2 1 76 11
d) A= : A= : f) A= :
(d) 5_2], (e) [26], (f) _13],
[ 2 3 ~0.75 05 20
A= . (h) A= c (i) A=
() 1 1] 3 () l 0.125 —0.751 0 0 2]

10



82. Wyznaczy¢ wszystkie punkty réwnowagi podanych autonomicznych uktadéw réwnan rézniczkowych i na
podstawie pierwszego przyblizenia (linearyzacji) zbadaé ich stabilnosé:

' = 2x+3y—1, = x+2y—2, ' = 22 — 10z + 16,
(a){y’z—w—2y+1; (b){y’=—3w—4y; @1y =y+1:

2 =1-—uy, ¥ = 4y? — 3z + 2, ¥ =x—y+ a2
@ {2, {LZWIyT o{nIily

/

(g){x’:x(x—y—i-l),; (h){x’:x(x—l),

vy =yRx+y+1)

y =T—-Yy

N2 = -2
® {y’ = y(9z — 4).

83. Korzystajac z definicji obliczy¢ transformaty Laplace’a podanych funkcji:

(a) 2t — 1; (b) sin 2t;
(d) te™t; (e) €' cos 2t;
(8) 4

! |

0 1 Tt

(c) t%;

(f) sinht;

84. Wyznaczyé¢ funkcje ciagle, ktérych transformaty Laplace’a maja postac:

1 s
(a)s+2, ()82+4S+5,
(d) s+2 ] . s2+1 )

(s+1)(s—=2)(s2+4) s2(s2 — 1)
2s+3 3s2
() §3 + 452 4+ 55’ () (53—1)2’

1 .

52 —4s+ 3’
s+9 )
52 4+ 6s+ 13’

—S

()
(f)

e

(@) s+1

85. Metoda operatorowa rozwiaza¢ podane zagadnienia poczatkowe dla réwnan rézniczkowych liniowych o

stalych wspolezynnikach:

@)y —y=1, y(0)=1

() y" +y =0, y(0)=1,4(0)=1;

(e) y" —2y' +2y =sint, y(0)=0,y'(0) =1
(8) ¥ +4y' +4y =t*, y(0) =0, y'(0) = 0;

b) y' — 2y =sint, y(0) = 0;
d) y" +3y =e*, y(0) =0,y (0) = —1;
£)y" =2y +y=1+t y(0)=0,y'(0) = 0;

(
(
(
(h) o + 4y +13y =te ", y(0) =0, y'(0) = 2.

86. Metoda operatorowa rozwiazaé¢ podane zagadnienia poczatkowe dla ukladéw réwnan rézniczkowych linio-

wych o stalych wspétezynnikach:

= —y, z(0) =1,
(a) {y — o 0= -1

© ' = —2y+ 3t, x2(0) =2
c
y =2z +4, y(0) = 3;

= —2x — 2y — 4z, z(0)=1
@y =22+ y—-2z y0)=1
2= bx+2y+ 7z 2(0)=1

(b) v = —Y, x(O) = 15
vy =22+2y, y(0)=1
1
' —y = —sint, z(0) = =,
(d) 2
¥y = cost,  y(0)=—g;

=z +y+z+ € x 0
y = z—-y+z+e  y0)=0
2= z+y+z+ 4, z2(0)=0

)
)

87. Korzystajac z podstawowych wlasnosci przeksztalcenia Laplace’a obliczy¢ transformaty podanych funkcji:

11



(a) sint; (b) cos 4t cos 2t; (c) t* cost; (d) tsinh 3t;

(e) te' cost; (f) ¥ sin? t; (2) 1(t —2)sin(t —2); (h) 1(t —1)et;
1 dla 0<t<1,
0 dla 1<t<2,
1 dla 2<t<3
. 2 _ . . _ X 5
0 fU=35 D IO=3 o G soioy
1 dla 4<t<b5,
0 dla 5<t< 0.
88. Obliczy¢ sploty podanych par funkcji
(a) F(t) =€, g(t) = e (b) £(t) = cos3t, g(t) = cost.
89. Korzystajac ze wzoru Borela wyznaczy¢ funkcje, ktorych transformaty dane sa wzorami:
1 S 1
a) ———; b) —; ) —————.
&) =D ®) e ©) G=TEG+2)

90. Niech ¢(t) bedzie rozwigzaniem réwnania jednorodnego y” + py’ + qy = 0, (q # 0) z warunkami poczat-
kowymi y(0) = 1, ¢’(0) = 0. Pokazaé, ze jezeli funkcja h(t) jest oryginalem, to rozwiazanie y(t) zagadnienia
poczatkowego

y' +py' +aqy=h(t), y(0)=0,y'(0) =0, (¢ #0)
wyraza si¢ wzorem y(t) = —— (¢'(t) x h(t)). Przedstawi¢ rozwigzania podanych zagadnien poczatkowych w
postaci splotow:

(a) ¥ +y" — 2y = cost, y(0) =0, y'(0) = 0;

(b) y" =2y +y =€, y(0) =0,y (0) =0.
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