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Lista pierwsza

1. Czy podane wypowiedzi sg zdaniami w logice? Jedli sa, to podaé ich warto$¢ logiczna:
(a) ,,Wroclaw byt stolica Polski”; (b) ,liczba 333333 jest podzielna przez 97;

(c) ,,a2 +b? =7 (d) ,tréjkat o bokach 5, 7, 13 jest ostrokatny”;
(e) ,2° > 327 (f) ,A =0b* —4dac”.

2. Napisaé¢ zaprzeczenia zdan:

(a) ,,pije piwo i ogladam mecz w TVN”;

(b) ,kwadrat nie jest pieciokatem”;

(¢) ,przez Poznan przeptywa Odra lub Warta”;

(d) ,jesli funkcja f jest rosnaca, to funkcja f jest malejaca”;

(e) liczba jest podzielna przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez 2 oraz przez 3”;

)
(f) ,czworokat jest réwnoleglobokiem albo ma przekatne réznej dlugoscei”.

3. Ocenié¢ prawdziwosé zdan zlozonych

(a) ,nleprawda ze funkcja f(x) = 22 jest rosngca na R”;

(b) ,(=1)* = —1 lub 2018 jest liczba parzysta”;

(c) yfunkcja g(z) = sinz + cos (7/12) jest okresowa, a funkcja f(x) = 3% — 37" — nieparzysta”;

(d) ,,jezeli Piotr jest ojcem Tadeusza, to Tadeusz jest starszy od Piotra”;

(e) ,liczba 2016 jest podzielna przez 8 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba utworzona z koncowych trzech

cyfr jest podzielna przez 8”.

§Zadania zaczerpnieto z ksiazek: Analiza matematyczna 1 (Definicje, twierdzenia, wzory; Przyklady
i zadania; Kolokwia i egzaminy), Wstep do analizy i algebry oraz Studencki konkurs matematyczny.
Zadania z Tozwigzaniami.



4. Zbadaé, czy podane formy zdaniowe z kwantyfikatorami sa prawdziwe:

(a)\/ajx:27; (b)/\x2+4:n+3>0; (c)/\ \/ z* +y® = 0;
z€R zeR zeR yeR

(d)\/ /\ xy = 0; (e)/\ /\(y<3:)\/(y>:n); () \/ \/sin:p—l—cos(:n—l—y):O.
yeR zeR rzeR yeR zeR yeR

5. Okresli¢ i narysowaé dziedziny naturalne funkcji:

@) 1) = o ) S = (0 S) =BTt (@) f) = YL

6. Korzystajac z definicji zbadaé¢, czy podane funkcje sg parzyste lub nieparzyste:

() J(@) = Va1 (b) f(@) = o7 4205 —afs (o) fla) o

(@) fla) =

7. Korzystajac z definicji uzasadnié¢, ze podane funkcje sa monotoniczne na wskazanych przedziatach:
(a) f(z) =143z, (=00,00); (b) f(a) =a?, (—o00,0].

J— :L. .
ot 41

Lista druga

8. Podaé wzory funkcji zlozonych fo f, fog, go f, go g oraz okresli¢ ich dziedziny naturalne:

(o) f@) =21, @) =82+2  (b) f@) =1, gla)=a*
(©) f) = VE, g(e) =" (@ f(@) = el gla) = VEFL

9. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji y = f(z).

1y
1

Narysowaé wykresy funkcji:

(@) y=f(z)+5 (b)y=[fle+2); ()y=—f(z); (d)y=[f(-2);
() y=f(x)/2 () y=f(3); @) y=If@) {)y

10. Rozwiazaé rownania:

3 2 1 22 -1 2?41
3 2 4 2

9 — 0 —2=0; =; = :
(a) x +x=0; (b)a"+=z 0; (c) + (d) 23 -1 2341

dr —6 2x—3 5’

11. Rozwiazaé nieréwnodci:

2 2 _ 2
(a) (4352 — 25) <(2z+5)% (b)2®+23—62>0; (c) acw +i;w >0; (d) xx —_i_ E;x > x;
12. Uzasadnié¢, ze podane funkcje sa roznowartoéciowe na wskazanych przedziatach:
1
(a) f(ZL') =T+ x?’v (_007 OO); (b) f(l’) = 57 (07 OO)



Lista trzecia

13. Znalez¢ funkcje odwrotne do funkeji:

() f0) =T ) f0) =3 VA2, (2<a <0y () fr) =2
(d) f(x) =log(z +2); (e) f(x) = —a", (x <O); () f(x) =a* — 4z, (z <2).
14. Rozwiazaé rownania i nieréwnosci wykladnicze:
(a) 22073 = 32, (b) 242 —3.47 4 1=0; (c)2+3°%7 =3,
z+1

1 1
(®) 2x—1<4~"/’—1'

(d) 0.25 © < 0.0625; () 5°72.37"2 < 5% . 327,

15. (P) Korzystajac z wlasnosci logarytméw obliczyé:

(a) logg 3 + logg 12;  (b) logs 18 — logs 2; (c) 9logg V/36;
(d) 3logs 3 -logs4;  (e) 3log, V3 — % log, 3 + 3log, 2 —log, 6; (f) %.

16. Rozwiazaé rownania i nieréwnosci logarytmiczne:

(a) 4logy x =logy 81; (b) logy(x +4) — logy(z — 1) = 2; (c) logs (:132 - 6) =3+ logy(x — 1);
(d) logs(5 —3z) >1; (e) log(3z — 1) —log(z — 1) >log2; (f) logy(z —2) + log%(Q:L" -3)> 1.

17. Rozwiazaé rownania lub nieréwnoéci:

(a) 2Z‘+2 — 32I+1; (b) 51‘ . 250"1‘1 < 521‘ . 22:07 (C) 2:0 _ 2—1‘ > 5

Lista czwarta

18. Uzasadni¢ tozsamosci trygonometryczne:

1+t 1
(a) 1:_# =tga; (b) sin*a + costa =1 — B sin? 2a; (c) tga+ctga = o
ctg a
2tg(z/2 1—tg?(z/2
(d) sinz = 8(z/2) (e) cosx = 1—te (@/2), (f) cos® o — sin? a = cos 2a.

1+ tg2(z/2) 1+ tg?(z/2)

Dla jakich katéw o sg one prawdziwe?

19. Podane funkcje wyrazi¢ za pomocsg sinusa i cosinusa wielokrotnosci kata a:
(a) sin? o (b) cos? a; (c) sin* a; (d) cos a.

20. (P) Podaj wartosci wyrazen:

D) 1 arcsin (—v/3/2
(a) arcsin g + arc cos X (b) arcctg 1 -arctgl; (c) arc(sin ] ) : (d) arctg /3 — arcctg V3.

21.%* Obliczyé¢:
(a) sin (arccos(1/3)); (b) arcctg (tgh); (c) tg(arccos(3/5)); (d) sin (arctg?2).



22. Wyznaczy¢ dziedziny funkeji:
(a) f(x) = arcsin(2z + 1); (b) f(z) = arccos (:1:2 + 3/4);

(¢c) f(z) = arctg (d) f(z) = arcctg2®.

T+ 1;
23. Rozwiaza¢ réwnania i nieréwnosci trygonometryczne:
(a) sinx + sin 2x = 0; (b) cos4x = sin g; (c) tgz + tg2x = tg 3ux;
3 1
(d) 2sin (g—az) >3 (e) cos:n—l—sin:n>\/;; () ctg$—@<0.

Lista pigta

24. Zbadac, czy podane ciagi sa ograniczone z dotu, z gory, sa ograniczone:
91 i
remn (b) a, = V3" - 1; (C)an:2_\/ﬁ§
1 1 1

(2) an = 3—2cosn’

(d) ap = vVn+8—vn+3; (e*)an:4l+1+42+2+...+m.
25. Zbadac, czy podane ciagi sa monotoniczne od pewnego miejsca:
2 n
_ antl ) __n _
(a) ap = 3"t — 2™ (b) n = 5 (c) n =
4n

(d) a, = Vn? — 6n + 10; (e) an:72n+3n; (f) ap = Vn?+1—n.
26. Korzystajac z definicji granicy wilasciwej lub niewlasciwej ciggu uzasadni¢ réwnoéci:

. 2—n 1 . om
(a) Jim e —1; (b) nlglgoﬁ = 0; (c) Jim_ 3" = oo.

27. Korzystajac z twierdzen o arytmetyce granic ciagéw obliczy¢ granice:

. 3n—1 . n+3 i 42?41
@ (0) Jim 5 ), g
2n +1)3(3n + 1)° 1+3+...+(2n—1 5l yn
(d) lim (2n +1)"(8n + 4) i (e) lim F3+...+ (2n ); (f) lim ———y
L (P nl+l . N 2nyn+1
1 : h) 1 214 1— 219 1 i S
© Jm Gy O (VAT - V) () Jim S

28. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach obliczy¢ granice:

dn + (—1)" nv12
(a) lim L(); (b) lim { J ; (c) lim V34 cos2n;
1 2 3 4qn 4 3n 1 1 1
d) lim {/— 4+ =+ —; lim ;o (f) I it —=—).
(@) lim, n w2 s (¢) g, 5n 431’ AN g R +n2+n)
29. Obliczy¢ granice z liczbg, e:
1 3n—2 9 15n 4 5—2n
@t (145 ) ) Jm (557) @ m ()
2n + I\"™ /5n + 1\" 3n+ 1\" 3n \"
li ; li ; f) 1 ;
(d)nin3o< bn ) < on > ’ (e)ningo<3n—1) ’ ()n1—>H010<3n—|—1> ’
14 Inn\2n 0 — 2)n
(g) lim < i nn> ; (h) lim (nt )" = (n+2) .
n—00 Inn n—oo (n + 2)” _ (n + 3)n



30. Korzystajac z twierdzenia o granicach niewlasciwych ciagéw obliczy¢ granice:

n®+1

. . . 4_ a3 9.2 _1).
(a) nh_l)lgo p— (b) nh_{n (n 3n® —2n 1),
) . 1—(n+1)!
/2 _ ) .
(d) Jim ( n?+1 n)7 (e) Jim PSR (f) lim

(¢) lim (142" —

n—oo

3");

arctgn

n—oo arcctgn’

Lista szosta

31. Korzystajac z definicji Heinego granicy wtasciwej lub niewtadciwej funkceji uzasadnié réwnoséci:

2 1
(@) lim(@ —1)° =5 (b) ,lim = = 0; (©) Jim — =c.
32. Korzystaj&lc z twierdzen o arytmetyce granic funkcji obliczy¢:
x2 =2 ) x? —4 . Ttz -
(&) limy s 1 (b) Jim, oo (© Mim, NG (d) i 2776
7
- (323 +1) ' - 2—w—2. e . 3T 4+2
(e) xh—>nc}o (1- + 1)9 (2.%'2 + 1)67 (f) :cli>—2 x+2 ’ g :(:Emoo ( v 2+ .Z') :ch—{%o 4z 9’
tg?x +1 in? Va2 2 1
() lm B2FL G) lm =20 ) fm Y ETEZ gy gy (
T tg?x + 5’ w—>01—cosac T—00 z+1 r—1\1—=x
33. Obliczajac granice jednostronne obliczyé, czy istnieja granice:
1 2
(a) ili%wsgnw, (b) ilLI%]Q i (o) il—>mz T (d) ili%w arctg —
34.* Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach uzasadnié¢ réwnosci:
. 1 .9 1 2+4-cos 2x
(a) :(/‘11)1%1+ Vz sin 2= 0; (b) il_)l%w arctg — = 0; (¢ Jim — 2 = 0.
35. Korzystajac z granic podstawowych wyrazen nieoznaczonych obliczy¢:
) .
4 —4 3
(a) lim sin i x; (b) lim sm(x_ ); (c) lim arcsin 3z
=0 T z—4 \Jx —2 +20 arc tg 2
1 CoS dT -1
d) lim o%arctg —; 1 ; f) lim
(d) S () chm% cos 3x’ (®) zLO sin 3z
. (1—1—[) In (% —3) ) " — a2
(2) iLo (h) el (i) }cl_{nl r_1
- Tto— Y1—
() Tim (1 +20)" (k) Tim [1 -+ tg(20)] 5% (1) limy Vifr-Vi-z
r— €T
36. Znalez¢ asymptoty pionowe i ukosne funkcji:
3 2 11
7+ o +1 z—3
— . b — . _ .
() fla) = S () £&) = =y (©) £la) = <=
/T + 2 3* 222 +sinx
(d) f(x):ﬁ; (e) f(x):w§ (f) f(ﬂf):T§
Ccos T sin 2x
(8) () = = (b) f(2) = — arctg () f() = ==




Lista siodma

37. Dobra¢ parametry a,b € R tak, aby podane funkcje byly ciagte na R:

-1 dlaz <0, a ax’+1ldlaz < —1,
—+1 dlaz < —1,
(a) f(z) =< a+bsinzdlad <z <7/2, (b) flz) =< = (c) flx)=¢2z dla—1<z<0,
1 dlaz > 7/2; b—2zdlar > —1; 3 +brdlaz > 0.

Naszkicowaé wykres funkeji z przykladu (a).

38. Wyznaczy¢ punkty nieciagloéci podanych funkeji i okredlié¢ ich rodzaj:

-1
7952195 g dlaz#1,2 e diaz 20
- arctg — dla x )
(a) flz) =11 dlaz =1, (b) f(x) = &7
0 dla x = 0;
1/4 dla z = 2;
! dla z #0 1 L dl 0
(©) f(z) = { m(@®) @@+ 1) L) fo) =4 L esy daz O,
0 dla z = 0; 0 dla z = 0.
39. Uzasadnié, ze podane réwnania maja jednoznaczne rozwiazania we wskazanych przedziatach:
(a) 23 + 62 —2 =0, [0,1]; (b) xsinx =7, [277, 5;], (c) In(z+2)+2=0, [-1,0];
@) (Vz+1)" =2—=z, [0,1]; (e) 3° + =3, [0,1]; (f) 2% + 8% =11, [1,2].

Wyznaczy¢ rozwiazania réwnania (a) 0.125.
(*) Dlaczego jedynym rozwiazaniem réwnania z + log, z + 3% = 12 jest = = 27

Lista 6sma

40. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne funkgji:

1 .
(a) f(z) = 2" (x € R); (b) f(z) = — @#1); (¢) f(&) = V& (&> 0); (d) f(z) =sin2z (z € R).
41. Korzystajac z regul rézniczkowania obliczy¢ pochodne funkcji:
2

(a) 3sinx + ctg z; (b) e* (x2 -+ 1); (c) 3; j—;; (d) e (3z + 1)%;

(e) In (3:2 + 1) tgV/x; (f) e/* arctg(3 —z); (g) In (C082 x+ 1); (h) \/arccos (z2);

‘ \/g ) 3sin2m oy 3 . "

O Gy rrs () (7 +1)%5 () (ine)” (0 <o <)

. , 3 In 2019 .
(m) (arcsinx 4+ arccosz)”; (n) In(2z) + In p (o) poa— (p) €°sin 2z + /7 cos 3.

42. (P) Napisa¢ réwnania stycznych do wykreséw podanych funkcji we wskazanych punktach:

(a) f(z) = arctgz, (1,f(1)); (b) f(z)=In (332 + e) L (0.£0)); (o) flw) = tg’x, (%’f (%))7

() f(2) = VI H T, 3.£3); (o) f(w)z%, (V2.5 (V2)); () fla) = €0/, (a0, 1).



43. (a) Napisa¢ réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = 2% — 2z 4 5, ktéra jest réwnolegta do
prostej y = 2x + 3.

(b) Wyznaczy¢ styczna do wykresu funkcji f(x) = /x, ktéra tworzy kat w/4 z osig Ox.

(¢) Zmalezé réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = xlnz, ktéra jest prostopadla do prostej
2z +6y —1=0.

1
(d) Znalez¢ réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = x arc tg —, w punkcie jego przeciecia z prosta
x
mx = 4y.
(e) Znalez¢ réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(z) = sin 2z — cos 3z w punkcie jego przeciecia z
osia Oy.

44. (a) Fragment terenu ma ksztalt trojkata réwnoramiennego o boku b = 200 m. Kat przy wierzchotku
tego tréjkata, zmierzony z dokladnoscia 0.01 rad wynosi 7/3. Z jaka w przyblizeniu dokladno$cia mozna
obliczyé¢ pole tego terenu?

(b) Srednica kulki metalowej, wyznaczona z doktadnoscia 0.01 mm, wynosi 6 mm. Z jaka w przyblizeniu
doktadnossécig mozna obliczyé objeto$é tej kuli?

(¢) Do szybu puszczono swobodnie kamien i zmierzono czas jego spadania z dokladnoscia 0.1s. Z
jaka w przyblizeniu dokladnosciag mozna wyznaczy¢ glebokosé sztolni, jezeli czas spadania kamienia
wyniost 4.1s? Przyjaé¢ g = 9.8 m/s>.

(d) W biegu na 100 m czas mierzy sie z doktadnoscia 0.01 s. Z jaka w przyblizeniu doktadnoscia mozna
obliczy¢ srednia predko$é zawodniczki, jesli uzyskata ona czas 12.50 s?

Lista dziewigta

45. Korzystajac z reguly de L’Hospitala obliczy¢ granice:

. T
o) Jim 0 i © I
(@)t 100 L0 (©) lim 2 (f) lim VFarcetg
6) Jim (5 - ctga); 09 tim (o 1 ); () lim (~nz)"
(m) Jim (Zarctgr) s () Jim, (1+2)"; © tm ()™
T=\2

46. Znalez¢ przedzialy monotonicznosci funkeji:

(a) f(z) = 2® — 302% + 2251 (b) f(z) =sinz —cosz (0 <z < 27); (c) f(x) :4x+%;
3 T2 —

(@ 7) = 57 (©) fla) = Y1, (6) J@) = we™>

(8) f(z) = zln* () f(a) = 7 (i) fz) = 27+ — 47,



Lista dziesigta

47. Znalezé ekstrema lokalne funkcji:

@) f@) =2 — 4% B) f@) =t (O fl) = =
(@) J@) = (a4 De™, (©) f() = 5 (6) 1(@) = [* — 52 o]

(g) f(z) =zlnz; (h) f(z) = V3x — a3 (i) f(z) =2arctgx —In (1—1—362).

48. Znalez¢ wartosci najmniejsze i najwieksze podanych funkcji na wskazanych przedziatach lub w
ich dziedzinach naturalnych:
1

(a) f(z) = 22" —152* 4 362, [1,5]; (b) f(z) = g [~2,2];
(¢) fl@) =vVIite VI (d) flw) = (&= 3)%l, [-1,4]
(e) flx)=1— ‘9 — 22|, [-5,1]; (f) f(z) = sin® z — 6sinz, {—g, 5]7

(g) f(l') = \/m; (h) f(x) COS T

- 5+ 4sinx’

49. (a) Jakie wymiary powinna mie¢ prostokatna dziatka podzielona na trzy parcele o powierzchniach
600m?, 400m? i 200m? (rys.) tak, aby taczna diugoéé ogrodzenia tych parcel byta najmniejsza?

2
600 m2 400 m

200 m?

(b) Platforma wiertnicza jest zakotwiczona na morzu 10 km od prostoliniowego brzegu. Ropa z plat-
formy bedzie dostarczana rurociagiem do rafinerii potozonej nad brzegiem morza, 16 km od punktu
brzegu najblizszego platformie. Koszt utozenia 1 km rurociggu na dnie morza wynosi 200 000 euro, a
na ladzie — 100 000 euro. Do ktérego miejsca na brzegu nalezy doprowadzi¢ rurociag, aby koszt jego
budowy byt najmniejszy?

Platforma
wiertnicza

10 km

- - Rafineria
16 km

(c) Prostopadloscienny kontener ma mieé¢ pojemnoéé 22.50m? i kwadratowa podloge. Koszt 1m?
blachy potrzebnej do wykonania podlogi i pokrywy wynosi 20 z, a $cian bocznych — 30 zt. Jakie
powinny by¢ wymiary kontenera, aby koszt jego budowy byl najmniejszy?

(d) Jaki powinien by¢ kat o przy wierzcholku tréjkata réwnoramiennego o danym polu, aby promien
kota r wpisanego w ten tréjkat byt najwiekszy?

A\




(e) W parabole o réwnaniu y = 4 —2? wpisano prostokat, w sposéb przedstawiony na rysunku. Znalezé
wymiary prostokata, ktéry ma najwieksze pole.

1y

/\ y=4-2°

A

Lista jedenasta

50. Obliczy¢ podane catki nieoznaczone:
4 (1 —-2x)dx rtdx
3
(a)/(z—Fx 3@) v ()/ vt (c)/x2+1,
2z d 84 Va2 -1
(d) /M; (e) idm; (f) /e—r .32 g
cosz — sinx VT
51.* Znalez¢é wielomian najnizszego stopnia, ktory:

(a) w punkcie £ = 1 ma minimum lokalne wlasciwe, a w punkcie z = 3 maksimum lokalne, a ponadto
w punkcie x = 0 przyjmuje warto$é¢ 2;

(b) dla z = 2 ma punkt przegiecia wykresu, przy czym wartos¢ wielomianu i jego pochodna sa w tym
punkcie réwne odpowiednio 1 i 2.

52. Korzystajac z twierdzenia o caltkowaniu przez czesci obliczy¢ catki nieoznaczone:

(a) /we_gdeU; (b) /(x—i-l)Qexdx; (c) /\/Earctg\/fdx; (d)/ zdz

cos2a
(e) /x2 sin x dz; (f) %; (g) /ln(w—i— 1) dx; (h) /arccoswdw;
(i) /e2xsinazdx; () /sinazsin?;:nd:n; (k) /sin3:ncos:1:d:n; 1) /cosxcos&rd:ﬂ;

(m) /sinzwdw; (n) /cos4xdx; (0) /ln (1 + x2) dx; (p*) /wsinwem dx.
53. Stosujac odpowiednie podstawienia obliczy¢ catki nieoznaczone:

@ [ o) [ o [ S @ fasin (a4 1) d

© 2w [ @) [P w) [

chz’ 2+\/§;

O[S 0[50 0 [2EEE ) [Pt

e2r+1; 3—2cosx’




Lista dwunasta

54. Korzystajac z twierdzenia Newtona-Leibniza obliczy¢ calki:

2 1 9

() / (va+ %) ar () 0/ — (© 0// fzdil;
/:L" 1—1-33 (@/(%—%4—%) dz; (f) /tg2:nd:c.
—1 1 0

55.* Korzystajac z definicji calki oznaczonej oraz faktu, ze funkcje ciagle sa calkowalne uzasadnié
réwnosci:

B34 40 1 .1 m 27 nm 2
(a) nh_l)lgo I =7 (b) nh_)ngo [n (cos%—i-cos%—k —i—cos%)} =
2
(c) nh_)ngo [n\/_ (\/1+n+\/2+n+ —I—\/n—i—n)] =3 (2\/5— 1).
56. Metoda catkowania przez czesci obliczy¢ caltki oznaczone:
1 1
1
(a) /xe‘m dx; (b) /x262$ dx; (c) / n_233 dx;
x

0 Ve
s 1

x sin 2z dux; (e) /3:(1 + cos x) dx; () /arcsinazdm.
0 0

(d)

|
o — . L

57. Obliczy¢ catki oznaczone dokonujac wskazanych podstawien:

™

rdx
a) [ sinze®®*dx, cosx = t; , 142 =1t
(&) 0/ ) / Vo +1

1

(c) /3:\/1—1—3:(13:, Vitz=t (d) /ln:nd:n, Inz =t
1

0
I p 3 3In3 vy
x 2 N e’ dx B

(e) Nk x =t (f) /\/9—x2dw, r =3sint; (g) / T ez e’ =t.

0 0 0
58. Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych krzywymi:

1 1
(@y=20-2" ot+y=0 ()y=2a" y=52" y=3n (Jy=— y=zy=4%
4
Dy=Ly=—7 () y=2", y=2, =0 (f) ysinz, y=1/2, (0 <z <7);
x
@y=2vVz, y=Vo-uz,y=0; (Wya'=1,y=1y=16 (i) Inz, y=m6-1x), y=0;
8

HvVe+yvy=1,2=0y=0 (Kiy=2" y=——5 (Oy=hz z=c y=-1

m)y=v9—a2,y=19y=2; (n)y=2"y=4"y=16; (o)y=tgz, y=ctgr (0 <z <7/2).

10



Lista trzynasta

59. Obliczy¢ dtugosci krzywych:
e’ +1

() y=In——7, 2<2<3  (b)y=2" 0<a<] () y=2Va3, 0<z <1l
e_
— e Ihmoca<ims, Pl e My=1-1 <zr<Z
(e) y=¢€", §n2\w\§n3, (g)y—E—Fﬁ?, 1<x <2 ()y—l—ncosw,O\x\Z.

60. Obliczy¢ objetosci bryl powstalych z obrotu figur T wokét wskazanych osi:
2
(a) T: 0<2<2, 0<y<2z—2% Ox; (b)T:0<z<V5, 0<y < ———, Oy;

2+ 4
(c) T:O<x<%, 0<y<tgx, Ox; (d) T:0<z<1, 22 <y < vz, Oy;
1
(e) T:0<z<1, 0< y <>, Oy; (f) T:1<2<3, 0<y < —, Oy;
x
(g) T:1<2z <4, — <y<b—=z, Ox; (h) T:0<x <g, 0 <y <sinz+cosz, Ox;

61. Obliczy¢ pola powierzchni powstatych z obrotu wykreséw funkcji f wokot wskazanych osi:
(a) f(x) =cosz, 0 < x < g, Ox; (b) f(z) =vV4+=z, —4<z<2, Ox;
(c) fz)=Inz, 1 <2z < V3, Oy; d) f(z) =]z —1]+1, 0 <z <2, Oy

(e) flx)=V4—2? —1<z<1, Ozx; (f) f(w):ﬁ<1—§>, 1<z <3, Ox;
z—1 2

(g)f(ac)z 9 ,1<1‘<10,0y; (h)f(x):%70<w<\/§70y

62. (a) Wg prawa Hooke’a wydluzenie sprezyny jest wprost proporcjonalne (wspolezynnik k) do sily
rozciagajacej. Obliczy¢ prace jaka nalezy wykonadé, aby sprezyne o dlugosci [ rozciagna¢ do dtugosci
L.

(b) Zbiornik ma ksztalt walca o osi poziome;j. Srednica walca D = 2m, a dlugoéé L = 6m. Obliczy¢
prace, jaka potrzeba wykonadé, aby opréznic¢ zapelniony catkowicie woda zbiornik. Otwor do opréoznienia
zbiornika znajduje sie w jego gérnej czeéci. Gestosé wody v = 1000 kg /m?.

63. (a) Punkt materialny zaczal poruszaé sie prostoliniowo z predkoscia poczatkowa vy = 10m/s
i przyspieszeniem ag = 2m/s?. Po czasie t; = 10s punkt ten zaczal poruszaé¢ sic z opéznieniem
a1 = —1m/s?. Znalezé polozenie punktu po czasie to = 20s od chwili rozpoczecia ruchu.

(b) Dwie czastki elementarne potozone w odlegloéci d = 36 zaczynaja zblizaé sie do siebie z predko-
$ciami odpowiednio v, (t) = 10t + 3, v,(t) = 6t, gdzie t > 0. Po jakim czasie nastapi zderzenie tych
czastek?

Lista czternasta

64.(P) Obliczy¢ calki z utamkéw prostych pierwszego rodzaju:

dx dx 5dx 8dx
——; (b / I / 3 (d .
(a)/(x—3)7 ® o5 @) ey W) i
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65. Obliczy¢ calki z utamkdéw prostych drugiego rodzaju:
dz (6x + 3) dx (4z +2) dx (r—1)dzx
- (b —_— - (d —_—
(a)/:IJ2+43:—|—297 ()/:132—1—3:+4’ (C)/$2—10$+29’ (d) 922 + 6 + 2
66. Obliczy¢ calki z funkcji wymiernych:

(r+2)dzx /xzdac' / dv /3:4(135'
@ [ e Ol e Ol e = et
dz . (dr +1)dx 2dx ' dv
(e)/(w2+1)(w2+4)’ ®) 202+ +1’ (g)/w2+6m+187 (11)/36(952—4)7
) (5 —4x) dx ) / z? dx / dx / xdx
oA (N .
(1)/:132—43:—1—20’ () 22 4+2r+5’ (k) x(z2+4) ) -1
67. Obliczy¢ catki z funkcji trygonometrycznych:
(a) / sin® z dx; (b) / sin® z cos® x d; (c) / cos® x dx;
(d) / sin® z cos® z du; (e) / cos? x cos 2z du; (%) / sin? 2z sin? z du.

68. Obliczy¢ calki z funkcji trygonometrycznych:

@ [ [y [l

T
—; ; 5
sinx cos x 1+cosx cos2 x
dx

dx sin® x dx dx dz
. f . . h - (3 X
(¢) / 1—tgax’ (®) / cos?x () /Sinx—l—tgaj’ (b) /Sim:H—cos:E7 (i) /3Sin3:—|—4cosx—|—5

Lista pigtnasta®

69. Okresli¢ przedzialy wypuktodci oraz punkty przegiecia wykresu funkc;ji:

333
(a) f(z) = a(x —1)(x = 3); (b) f(x) = ze™; (© f(0) = 545
(@) f(2) =n (1+2°); (@) fla) =~ (f) f(r) =2 — >2* ~ 4In]a]
(6) F(x) = sinz + ¢ sin2r: () Fla) = () fa) =

70. Napisa¢ wzory Taylora z reszta Lagrange’a dla podanych funkcji f, punktéw xg oraz n :
(@) f@)=a* s=—Ln=14 (b) f@) =5, 5 =1,n=2

(c) f(z) =sin2z, 2o =m,n=3; (d) f(x)=e", 20=0,n=>5.

71. Napisa¢ wzory Maclaurina z n-ta reszta Lagrange’a dla funkcji:

(a) f(z) = Sing; (b) f(x) = coshz; (¢) f(x) = cosx; (d) f(z) = .

72. Oszacowa¢ dokladnosci podanych wzoréw przyblizonych na wskazanych przedziatach:
(a) tgz ~ x, |z| < %; (b) cos?z ~ 1 — 22, |z <0.1;

2 2 3
) Vita~l+ g - %, 2| < 0.25; (d) In(1 — 2) ~ —z — % - % 2] < 0.1.

12



73. Stosujac wzor Maclaurina obliczy¢:

1
(a) S Z dokladnoscia 1073; (b) v/0.997 z dokltadnoscia 1073;
(c) In1.1 z dokladnoécia 10~4; (d) sin0.1 z dokladnoscig 107°.

Przykladowe zestawy zadan z kolokwidw i egzaminow

W rozwiazaniach zadan nalezy opisa¢ rozumowanie prowadzace do wyniku, uzasadni¢ wyciagniete
wnioski, sformulowaé¢ wykorzystane definicje, zacytowaé potrzebne twierdzenia (podaé¢ zalozenia i
teze), napisaé¢ zastosowane wzory ogélne (z wyjasnieniem oznaczen). Ponadto, jesli jest to konieczne,
nalezy sporzadzi¢ czytelny rysunek z pelnym opisem. Skreslone fragmenty pracy nie beda sprawdzane.

I kolokwium

Zestaw A
51‘
T B 25
2. Sformutowaé twierdzenie o trzech ciggach i nastepnie obliczy¢ granice lim {/3n+1 4 22n+1
n—oo

1. Wyznaczy¢ wszystkie asymptoty wykresu funkcji f ()

arctgx
3. Napisaé rownanie stycznej do wykresu funkeji f (z) = g w punkcie 2y = /3.
x

sin (22 — 4)
2 -3z 42

4. Obliczy¢ granice lim2
Tr—

Zestaw B
1. Obliczy¢ granice lim ( n*+n3+1-— n2) .
n—oo

2. Wyznaczy¢ dziedzine naturalng funkeji f (z) = eV 2r—a? Nastepnie obliczy¢ jej pochodna.

3. Sformulowaé twierdzenie Bolzano i uzasadnié, ze réwnanie 2”+z = 5 ma tylko jedno rozwiazanie.
4. Obliczy¢ granice lim [z (In(1+4 ) —Inz)].
r—00

Zestaw C
r+a dlax <0,

1. Dobraé¢ parametry a,b € R tak, aby funkcja f (z) = 1 dla 0 < z < 1, byla ciagla na R.

T
b2 —2dlal <z

o (Bn 2\ PO
2. Obliczy¢ granice nh_)ngo (3n n 1) .
3. Zmalezé¢ réwnanie stycznej do wykresu funkcji f (x) = ze™*, ktéra jest réwnolegta do prostej
y = e’
In (2% - 8)

4. Obliczy¢ granice lin%)’ 3
T— Xr —

Zestaw D
1. Znalezé¢ dziedzing naturalna funkcji f (z) = arcsin (22 — 3) i obliczy¢ f(z).

2. Sformutowaé twierdzenie o trzech ciagach i zastosowac je do obliczenia granicynlirrolo Vn3 +2n2 + 3.

2t — a3

3. Znalez¢ wszystkie asymptoty funkeji f(z) = B
s+

13



4. Napisa¢ réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = e’

! w punkcie (z¢,€7) .

IT kolokwium

Zestaw A
— t
1. Korzystajac z reguly de L’Hospitala obliczy¢ granice lin% w.
rT— X
2. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f(z) = ﬁ na przedziale [0, 2].
x?—x
27
3. Calkujac przez czesci obliczy¢ catke oznaczona / Z COS g dx.
0
4. Obliczy¢ objetosé bryly powstalej z obrotu wokoét osi Ox figury ograniczonej krzywa y = sinx i
prosta y =2z/7m (0 <z < 7/2).
Zestaw B
1. Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci funkcji f(z) = 1/z + Inx.
2. Poda¢ wymiary prostokatnej dziatki wytyczonej z obszaru w ksztalcie pétkola o promieniu R
tak, aby miata ona najwieksze pole.
.. 2 . z? + \/E . .
3. Przez podstawienie z = t* (¢ > 0) obliczy¢ calke / ﬁ dx. Nastepnie wyznaczy¢ funkcje
x
pierwotna F' funkcji podcatkowej spelniajaca warunek F'(1) = 2/3.
4. Obliczyé calke nieoznaczona funkcji f(x) = sin? z.
Zestaw C
1. Wyznaczy¢é ekstrema lokalne funkeji g(z) = arctgz — x — 2°/3.
1 1 3
2. Oszacowaé dokladnos$é wzoru przyblizonego ——— ~ 1 — —z + —z2 dla |z| < 0.1.
prayblizonego o= w1 mge g dla e
3. Obliczy¢ pole obszaru D ograniczonego krzywymi y = 1/x, y = 2— 22 i prosta = = 0. Sporzadzi¢
rysunek.
4. Obliczy¢ calke nieoznaczona funkeji f(x) =1/ (x3 + 4x) . Sprawdzi¢ otrzymany wynik.
Zestaw D
1
1. Wyznaczy¢ przedzialy wypuklodci oraz punkty przegiecia wykresu funkeji f(z) = %
x
e3fE + e—3ZB _ 2
2. Korzystajac z reguty de L’Hospitala obliczy¢ granice lin% 5 .
r— x
3. Obliczy¢ pole obszaru D ograniczonego krzywymi: y? = x, z + y = 2. Sporzadzi¢ rysunek.
4.

Calkujac przez czesci obliczy¢ catke nieoznaczona / x arc ctg x dx.

Egzamin podstawowy
Zestaw A

1.

2.

Obliczy¢ pole obszaru D ograniczonego przez krzywe: y = Inz, z = >

rysunek.

, y = —1. Sporzadzi¢

Ve d

r+1°

Metoda podstawiania obliczy¢ catke

14



n2+9—n

3. Obliczyé¢ granice lim —————.
n—0o\/p2+4—n
4. W przedziale [—3, 4] wyznaczy¢ warto$é najmniejsza i najwieksza funkcji f(z) = xv/25 — 22.
5. Obliczy¢ granice linll (1 — x)snme,
T— 1"
, . _Jet+a dla x <0, .
6. Dobraé¢ parametry p, ¢ tak, aby funkcja f(x) = 2 tprtqdla 0 <z miala pochodna w
punkcie g = 0. Narysowaé wykres otrzymanej funkcji.
Zestaw B
-2 -3
1. Znalezé asymptoty wykresu funkeji f(z) = %
x —
. (4z + 6) dx
2. Obl tk / —_—
eeye AR | 2 T ar + 13
. . sin (52°)
3. Wyznaczy¢ granice ini% sin (222) sin (32%)"
4. Obliczy¢ objetosé bryly ograniczonej powierzchnia powstala z obrotu wykresu funkcji f(z) =
sinz (0 < z < ) wokét osi Ox.
5. Znalezé przedziaty monotonicznosei funkeji f(z) = 23 Inz.
3n+2 !
6. Wyznaczy¢ granice nh—>H<;lo ( nn—;(n)'(j— I) )
Zestaw C
1. Obliczyé¢ calk@/ 22 sin z d.
2. Znalez¢ ekstrema funkeji f(x) = (x — 3)e”.
3. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego przez krzywe: y = 3x2 — 6x, y = 6 4 3z — 322, Sporzadzié
rysunek.
3
4. Wyznaczy¢ rownanie stycznej do wykresu funkeji f(x) = Twz, ktéra jest prostopadlia do
x
prostej x 4+ 2y — 3 = 0.
5. Obliczy¢ granice ciagu z, = Vn2 +5n+2 — Vn2 + 3n + 1.
6. Korzystajac z reguly de L’Hospitala obliczyé granice li%1+(— In z)*.
Tr—
Zestaw D
1. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego przez wykres funkcji y = sinz (0 < = < 7) oraz prosta
y = 1/2. Sporzadzi¢ rysunek.
2. Wyznaczy¢é przedzialy wypuktoéci i punkty przegiecia wykresu funkcji f(z) = (2 — x)e??.
2
x*dz
3. Obliczy¢ calk / —_
aye e 2 "6 + 25
4. Pokazaé, ze réwnanie x + Inz — 2 = 0 ma tylko jedno rozwiazanie.
(2 1) (3T 4 2)
5. Obliczy¢ granice nh_{rgo 6715 .
vad -1
6. Wyznaczy¢ wszystkie asymptoty wykresu funkcji f(z) = *

Vr—1'
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Egzamin poprawkowy

Zestaw A
1. Obliczy¢ granice ciggu a, =n (n —Vn2— 1) .
P . . , . x(zx —1)
2. Wyznaczy¢ dziedzine naturalna, asymptoty i naszkicowaé wykres funkeji f(x) = 3
"L‘ J—
3. Wyznaczy¢ przedzial, na ktérym funkcja f(z) = (3:2 + 2 — 1) e~ " jest jednocze$nie rosnaca i
wypukta.
4. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osiami ukltadu wspétrzednych, wykresem paraboli y = 2243
i styczng do niej w punkcie o odcietej xg = 3. Sporzadzié¢ rysunek.
5. Ile materialu stracimy wycinajac z blachy w ksztalcie potkola o promieniu R prostokat o naj-
wiekszym polu?
In(2arctgx) dz
6. Podstawiajac arctgx = t, a nastepnie calkujac przez czesci, obliczyé¢ catke / ( 5 g2 ) .
x
Sprawdzi¢ poprawno$é¢ otrzymanego wyniku.
Zestaw B
2 4
1. Obliczy¢ catke z funkcji wymiernej % Sprawdzi¢ otrzymany wynik.
x x
222 + 22+ 1
2. Wyznaczy¢ asymptoty pionowe i ukosne wykresu funkcji f(x) = % oraz starannie go
x —
naszkicowac.
3. Wyznaczy¢ przedzial (jezeli istnieje), na ktérym funkcja f(x) = /= Inz jest jednocze$nie rosnaca
i wypukta.
1
4. Obliczy¢ granice ciagu x,, = .
T (VBT —2n)
5. Obliczy¢ granice 111%1+ tg2zInz.
r—
6. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji: y =0, y =Inz, y = In(1 — z).
Zestaw C
P . . . . z(z+1)
1. Wyznaczy¢ dziedzine naturalna, asymptoty i naszkicowaé wykres funkcji f(z) = RN
x
2. Obliczy¢ granice ciagu a, = y/n(n+1) —n.
3. Wyznaczy¢ przedzial, na ktérym funkcja f(x) = (332 — 62 + 2) e’ jest jednoczesnie malejaca i
wklesta.
4. Narysowaé i obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osig Oz, wykresem funkcji y = 22 i styczna do
niego w punkcie o odcietej xg = 3.
5. Z kawaltkéw blachy w ksztalcie kota o promieniu R wycinamy prostokatne podktadki. Wyznaczy¢
ich wymiary tak, aby odpady byly najmniejsze.
6. Podstawiajac sinx = t, a nastepnie catkujac przez czesci, obliczy¢ catke / sin x cos x arc tg sin x dx.

Sprawdzi¢ poprawno$¢ otrzymanego wyniku.
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Zestaw D

1.

Obliczy¢ granice 111%1+ xln (tgx).
Tr—

322 +4x—5
Wyznaczy¢ asymptoty pionowe i ukosne wykresu funkcji g(x) = ;—73 oraz starannie go
— 3z
naszkicowac.
Obliczy¢ granice ciagu v, = 3n (\/ 4n? — 1 — Qn) .

3
1

Wyznaczy¢ przedzial (jezeli istnieje), na ktérym funkcja g(z) = % + arc ctg — jest jednoczesnie

x

rosnaca i wklesta.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi: y = Inx, y = In% 2.

Obliczy¢ catke z funkcji wymiernej 5. Sprawdzi¢ otrzymany wynik.

4 —9x

Egzamin na ocene celujaca (luty 2016 r.) ¥

1.

Pokazaé, ze dla pewnej liczby naturalnej n rozwiniecie dziesietne y/n zaczyna sie ukladem cyfr
2016, a bezposrednio po przecinku ma 7 ,siédemek”. Pozostale cyfry rozwiniecia moga by¢

dowolne.
/(=)
f(z)

Jakie wartoéci moze przyjaé granica linoa+ , gdy f jest funkcja ciagla na przedziale [0, 1)
T —

i dodatnia na (0,1)?

Znalez¢ wielomian, ktéry tylko w —1 i 2 ma ekstrema lokalne wlasciwe (odpowiednio minimum
i maksimum), a ponadto tylko w 0 ma punkt przegiecia.

Niech funkcja f bedzie ciagla i nieujemna na przedziale [a,b] (a > 0). Wyprowadzi¢ wzér na
objetosé bryly powstalej z obrotu obszaru {(z,y) :a < x < b, 0 <y < f(z)} wokét osi Oy. Ko-
rzystajac z niego obliczy¢ objetodé torusa, tj. bryly powstalej z obrotu kota o promieniu r wokét
osi oddalonej o R (R > ) od jego $rodka.

TZadania z egzaminéw na ocene celujaca z lat 1994-2020 wrza z rozwiazaniami mozna znalezé w ksigzce ,,Studencki
konkurs matematyczny”.
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