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Kontynuujemy zajmowanie si¢ podzielno$cig oraz tematami pokrewnymi. Dzi$ pozna-
my prawdopodobnie najstarsze otwarte pytanie w matematyce, hipoteze¢ majaca ponad
2000 lat, na ktérg do dzi$ nie znamy odpowiedzi'.

1 Wyznaczanie wszystkich dzielnikdw liczby

Dzielnik wlasciwy to dzielnik, ktory nie jest rowny samej liczbie. Pierwszy pomysl na
implementacje to

def lista dzielnikéw prosta(N, witasciwe = True):
dzielniki = []
for n in range(1, N if wiasciwe else N+1):
if N¥n ==
dzielniki.append(n)
return dzielniki

Jest to prawdopodobnie najprostszy sposdb na wypisanie wszystkich dzielnikéw. Niestety,
jest on do$¢ czasochlonny. Pomocny w napisaniu szybszej wersji bedzie rozklad na czynniki
pierwsze. Na zajeciach napisaliSmy naiwng wersje tego algorytmu, teraz udoskonalimy ja,
wykorzystujac sito Eratostenesa. Zacznijmy od sita. Poprawimy je, dodajac if na poczatku,
poniewaz dla N < 2 nie ma liczb pierwszych mniejszych réwnych N, czyli mozemy od razu
zwrocic¢ pustg liste. Nasza poprzednia wersja algorytmu dziatata tylko, gdy w wyniku mogta
sie znalez¢ cho¢ jedna liczba pierwsza, czyli bylo czego szukac.

'Takich probleméw jest wiele — niektore tak wazne, ze za ich rozwigzanie istnieje nagroda w wysoko$ci
1 mln dolaréw. Sg to problemy milenijne (https://www.claymath.org/millennium-problems), z ktérych dopie-
ro jeden — Hipoteza Poincarégo — zostat catkowicie rozwigzany przez rosyjskiego matematyka Grigorija
Jakowlewicza Perelmana (Tpuropnit fIxosnesud Ilepenpman), ktory co ciekawe odmoéwit przyjecia nagrody,
podobnie jak odméwil przyjecia medalu Fieldsa, nagrody matematycznej o randze podobnej do nagrody
Nobla. Zachgcam do poczytania zarazem o otwartych problemach matematyki, jak i o osobach, ktore sie
z nimi mierza, niekiedy wrecz obsesyjnie poswiecajac sie im w catoéci. Niestety problem, ktéry dzi§ omoéwimy,
nie jest problemem milenijnym, ale osoba, ktéra go rozwiaze, tez zapisze si¢ na kartach historii (przynajmniej
historii matematyki).


https://www.claymath.org/millennium-problems

def pierwsze sito(N):
if N < 2:
return []
kandydaci = list(range(N))
kandydaci[0] = None
kandydaci[1] = None
for x in kandydaci:
if x is None:
continue
if x*x >= N:
break
for y in range(x*x, N, x):
kandydaci[y] = None
return [x for x in kandydaci if x is not None]

Teraz mozemy wykorzysta¢ liste liczb pierwszych wygenerowanych przez
def czynniki pierwsze(n):
wyniki = {}
for p in pierwsze sito(n+1):
ile razy = 0
while n%p == 0:
ile razy += 1
n//=p
if ile razy:
wyniki[p] = ile_razy
return wyniki

Teraz mozemy przej$¢ do implementacji listy dzielnikéw. Skorzystamy z obserwacji dla
nastepujacego przykladu. Jesli liczba jest postaci

2’35713,
to aby uzyskac jej wszystkie dzielniki, mozemy najpierw policzy¢ wszystkie dzielniki liczby
3°5713!
a nastepnie przemnozy¢ je kolejno przez
20,21,2%,2°,

czyli wszystkie mozliwe wielokrotno$ci dwojki wérdd dzielnikéw. Algorytm taki mozna na
przyklad zaimplementowac rekurencyjnie, jesli rozklad na czynniki zapiszemy jako liste
par postaci ,liczba pierwsza’, ,wykladnik” — czyli dla naszego przyktadu

[(2,3),(3,2),(5,7),(13,1)].

Napiszemy funkcje pomocniczg.



def wymnazaj(pary):

if not pary:
return [1]

(n, k) = pary[o]

bez_pierwszego = wymnazaj(pary[1:])

wynik = []

mnoznik = n

for _ in range(k):
wynik += [x*mnoznik for x in bez_pierwszego]
mnoznik *= n

return bez_pierwszego + wynik

Przeanalizujmy te funkcje. Jesli lista par jest pusta, zwraca liste [1]. Pusta lista par re-
prezentuje jedynke, zatem lista dzielnikéw to wlasnie [1]. Oznacza to, Ze ten przypadek
mamy poprawnie dzialajacy. Dla niepustych par wyciggamy pierwszy element (1, k) a na
pozostalych wywotujemy rekurencyjnie funkcje, uzyskujac wszystkie dzielniki liczby bez
pierwszego czynnika n*. Nastepnie budujemy liste dzielnikéw, mnozac wartosci z wywolania
rekurencyjnego przez kolejne potegi liczby n.

Uzywanie tej funkgji nie jest wygodne, poniewaz musimy zamieni¢ liczbe na liste par,
zatem stworzymy dodatkowa funkcje, ktére wykorzysta wczesniej zdefiniowane funkcje
pomocnicze.

def lista dzielnikéw(N, wiasciwe = True):
czynniki = list(czynniki pierwsze(N).items())
dzielniki = sorted(wymnazaj(czynniki))
if wiasciwe:
return dzielniki[:-1]
else:
return dzielniki

Funkcja rozklada N na czynniki pierwsze, reprezentowane przez stownik. Wobec tego
metodg items mozemy wyciggnac liste par, uzyskujac czynniki. Czynniki wymnazamy
funkcja pomocnicza, po czym je sortujemy dla uporzadkowania. Dzieki temu dzielnik N
jest na samym koncu. Jesli uzytkownik ustawit opcje wtasciwe na True, wyrzucamy ostatni
dzielnik, czyli N. W momencie, gdy dysponujemy juz funkcjami pomocniczymi, rozbilismy
wiekszy problem na kilka mniejszych podproblemoéw, dzigki czemu funkcja wyznaczajaca
liste dzielnikéw powinna by¢ tatwiejsza do zlozenia z gotowych juz blokéw.

Jesli zainteresowana osoba wykona pomiar czasu wykonania algorytmu, przekona sie,
ze nasze zabiegi na niewiele si¢ zdaly. A dzieje si¢ tak dlatego, Ze przy kazdym wywolaniu
funkgcji, wykonujemy od nowa generowanie sita. Tymczasem, sito moglibysmy zapamietac
na przyszle wywolania i wykorzystac je ponownie. Uzycie 1ru_cache jest jedna z mozliwosci,
ale w tym przypadku strategia ta nie jest idealna. Pozwala ona jedynie na zapamigtanie
dokladnie tego samego wyniku. Jesli liczylismy sito dla N = 100 a poprosimy o sito dla



n =99, bedzie musiato zosta¢ wyznaczone od nowa. Tymczasem liczby pierwsze mniejsze
lub réwne N moga postuzy¢ do prostego wygenerowania liczb pierwszych mniejszych lub
réwnych dowolnemu n < N. Wtedy, jesli wywolujemy funkcje z takim samym parame-
trem, zwracamy zapamietamy wynik, natomiast jesli z mniejszym, ograniczamy wynik,
filtrujac go, jesli natomiast z wigkszym, nadbudowujemy liste, aby stata sie wigksza. Aby
zaimplementowac wlasng strategi¢ przechowywania wynikéw posrednich, mozemy postu-
zy¢ sie zmiennymi globalnymi. Stéwko kluczowe global pozwala na modyfikacje¢ zmiennej
zdefiniowanej poza funkcja, dzigki czemu mozemy w niej zapamigta¢ wyniki pomiedzy wy-
wolaniami®. Poczatkowa inicjalizacja zmiennych globalnych bedzie przechowywala wyniki
dlaN =2.

_N_DLA_SITA = 2
_WYNIK_SITA = [2]
_SITO = [None, None, 2]

def sito eratostenesa cache(N):
global N DLA SITA
global WYNIK SITA
global SITO
if N == N DLA SITA:
return _WYNIK SITA.copy()
elif N < N DLA SITA:
return [x for x in WYNIK SITA if x<=N]
_SITO += list(range( N DLA SITA+1, N+1))
for p in _SITO:
if p is None:
continue
if p*p > N:
break
for x in range(max(p, (_N_DLA SITA//p+1))*p, N+1, p):
_SITO[x] = None
_WYNIK SITA = [x for x in _SITO if x is not None]
_N_DLA_SITA = N
return WYNIK SITA.copy()

Zwrdémy uwage na kilka szczegotow. Funkcja nie zwraca wprost wartosciWYNIK _SITA, tylko
jego kopig, aby uzytkownik mégt modyfikowac liste i nie martwic si¢ o uszkodzenie zmienne;
globalnej i kolejnych wywotan funkcji generujacej liste liczb pierwszych. Dodatkowo etap
generowania sita jest odrobing inny niz etap tworzenia nowego sita — tutaj sito ro$nie,
zatem doczepiamy do zmiennej SITO tylko nowe liczby, a wykreslajac, upewniamy sig, zeby
niepotrzebnie nie wykresla¢ tego, co juz wczesniej wykreslilismy. Zach¢cam, aby przesledzi¢

*Nie jest to najbardziej elegancki sposob, ale jest najprostszy. Lepszy sposdb poznamy, gdy zaczniemy
przerabia¢ programowanie obiektowe.



ten fragment kodu dla przykladowych uruchomien. Przy zastosowaniu zapamietywania
wynikéw posrednich, funkeja szukajaca dzielnikéw liczb jest znacznie wydajniejsza. Warto te
procedure zastosowac, jesli wyliczamy wiele réznych dzielnikéw réznych liczb. Jesli liczymy
tylko raz dzielniki jednej liczby i nie wracamy do tego, rozwiazanie ,wprost” z poczatku
podrozdzialu jest wystarczajace i moze nawet w niektorych przypadkach matego N dziataé
nieco szybciej.

Algorytm wykorzystujacy liczby pierwsze i zapamigtywanie wynikéw posrednich znalazt
dzielniki wszystkich stu liczb w 2.12s, podczas gdy algorytm naiwny zuzyt az 6.26s, czyli
rozwigzanie, w ktérym si¢ nieco naglowili$émy, jest w tym przypadku prawie trzy razy
szybsze.

2 Ciag podwielokrotnosci

Ciag podwielokrotnosci liczby n to ciag s;, i = 0,1,2,... taki, ze s, = n, natomiast
s;+1 jest suma dzielnikéw wilasciwych liczby s,. Ciag podwielokrotnosci danej liczby jest
okresowy o okresie k > 0, jesli s; = s;,,,qx- Jesli ciag jest okresowy, mozemy znalez¢ okres
zasadniczy ciagu, czyli taka liczbe k, ze ciag jest okresowy o okresie k i nie istnieje mniejsza
liczba m < k taka, ze ciag jest okresowy o okresie 7. Innymi stowy, jesli ciag jest okresowy,
mozemy znalez¢ najmniejszy okres ciggu.

Jesli ciag podwielokrotnosci zaczynajacy sie od liczby 7 jest okresowy o okresie zasad-
niczym k, méwimy, ze liczba n jest liczbg towarzyska rzedu k. Liczby towarzyskie rzedu
2 nazywamy liczbami zaprzyjaznionymi, natomiast liczby towarzyskie rzedu 1 nazywa-
my liczbami doskonatymi. Dzieki funkcji do znajdowania dzielnikéw, mozemy napisa¢
sprawdzenie, czy liczba jest doskonata.

def czy_doskonata(N):
return N == sum(lista dzielnikéw(N))

Przyktadowo, liczba 6 jest doskonala, poniewaz jej dzielniki wlasciwe (1, 2, 3) sumuja si¢
do 6, czyli cigg podwielokrotnosci zaczynajacy sie od liczby 6 jest staly (ma okres 1). Inng
liczba doskonalg jest 28 (1 + 2 + 4 + 7 + 14 = 28). Definicja liczb doskonatych jest znana od
starozytnosci®. Liczbami zaprzyjaznionymi zajmowali sie tez Pitagorejczycy, ktérzy znali
na przyklad pare liczb (220, 284), ktdre stanowig naprzemiennie cigg podwielokrotnosci
zaczynajacy si¢ od 220. Dostrzegali oni w tych liczbach definicje przyjazni, poniewaz ,,suma
czesci jednej z nich daje drugg’, co prébowali przekladaé na otaczajacy ich $wiat w tym
filozofi¢ i relacje miedzyludzkie. Liczby doskonate oraz zaprzyjaznione byly i sa wyko-
rzystywane przez mistykow i numerologdw oraz najrozniejsze religie (stworzenie §wiata
wg. Biblii trwalo 6 dni, 220 kéz i 220 baranéw bylo gestem przyjazni, itp.). Fascynacja licz-
bami doskonalymi bierze si¢ rowniez z natury, poniewaz przykladowo 28 dni trwa miesigc

ksiezycowy.

3Znajduje sie migdzy innymi w ksiedze VII Elementéw Euklidesa.



Tu przechodzimy do najprawdopodobniej najstarszego otwartego problemu matematy-
ki — datowanego na okoto 100 rok naszej ery, gdy powstato dzieto Introductio Arithmetica
Nikomachosa z Gerazy* — wciaz nie wiadomo, czy istnieje jakakolwiek nieparzysta liczba
doskonala.

Okazuje sig, ze liczby doskonate nie maja jedynie zastosowania w mistycyzmie. Juz Eu-
klides udowodnil’ jesli p i 27 — 1 s liczbami pierwszymi, to 221 (27 — 1) jest parzystg liczbg
doskonalg. Dzi$ na liczby pierwsze postaci 27 — 1, gdzie p jest liczbg pierwszg, méwimy
,liczby Mersenne’a”. Odwrotne twierdzenie, méwiace, ze jesli 2P 71 (2P — 1) jest parzysta liczba
doskonalg, to 27 — 1 jest liczbg pierwszg Mersennea, udowodnit Euler w X VIII wieku
naszej ery. Dzi$ twierdzenie méwiace o obustronnym wynikaniu nazywa si¢ twierdzeniem
Euklidesa-Eulera. Liczby pierwsze Mersennea majg szczegdlne znaczenie dla kryptografii ze
wzgledu na swojg szczegélng postac®, wobec czego ten, kto zna wigkszg liczbe pierwszg Mer-
sennea a tym samym, ten kto zna wiekszg liczbe doskonala, ma lepsza technike szyfrowania
wiadomosci, ktére znacznie trudniej ztamaé. Dzi§ znamy zaledwie 51 liczb doskonatlych’.
Wiecej o nich mozna przeczytaé w bazie znanych ciggéw https://oeis.org/A000396°.

“Notka biograficzna: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Nicomachus/.

SPatrz Ksiega IX Elementéw Euklidesa.

®Liczba postaci 2P — 1 w zapisie dwdjkowym jest ciggiem zer, po ktérym nastepuje cigg jedynek — na
przyktad 00000011, = 3,00000111, = 5,00011111, = 31 0oraz01111111, = 127 to liczby pierwsze Mersennea
mieszczgce sie w 8 bitach pamieci.

7Znane liczby Mersennea a tym samym znane liczby doskonale znajdziemy na stronie
https://www.mersenne.org/various/history.php.

$Baze znanych ciggéw publikuje matematyk Neil James Alexander Sloane. Niel Sloane jest czestym go$ciem
kanatu Numberphile na YouTube (https://www.youtube.com/numberphile). Liste jego ciekawych opowiesci
o interesujacych ciggach i liczbach mozna znalez¢ na stronie http://neilsloane.com/doc/videos_1.html.
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