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Podczas dzisiejszych zajg¢ zajmiemy si¢ sposobem badania asymptotycznej ztozonosci
obliczeniowe;j.

1 Notacja Bachmanna-Landaua

Zacznijmy od formalnej definicji klas funkeji o zadanym asymptotycznym zachowaniu.
Skupimy si¢ na badaniu zachowania funkcji rzeczywistych jednej zmiennej, przy argumencie
zmierzajacym do nieskonczonosci. Jest to najczesciej stosowany w informatyce wariant tej
notacji, poniewaz interesuje nas badanie funkgji zaleznych od rozmiaru problemu i to, co
dzieje si¢, gdy rozmiar ten staje si¢ coraz wigkszy.

Najczesciej stosowanym oznaczeniem notacji Bachmanna-Landaua jest tak zwana no-
tacja ,duze O”. Definiujemy w niej klase funkcji O(g(x)) ograniczonych, co do modutu
z dokladnoscia do statej i od pewnego miejsca, z gory przez zadang funkcje g(x) nieujemnag
od pewnego miejsca. Formalnie O(g(x)) to zbiér funkcji

Ogx)={f{R>R|IM >0 Fx,>0 Vx>x, |f(x)<Mgx)}. (1)

Potocznie méwimy, ze f(x) jest O(g(x)) lub f jest asymptotycznie ograniczona z gory
przez g. Notacja ta jest czgsto opisywana przy badaniu przypadku pesymistycznego, ponie-
waz podaje dodatkowe ograniczenie gorne na juz najgorszy mozliwy przypadek, wigc na
pewno, jesli przygotujemy sie na to, co pokaze ograniczenie z gory, tym bardziej bedziemy
gotowi na przypadek najgorszy.

W notacji Bachmanna-Landaua rozrdznia si¢ tez inne klasy funkeji, na przyktad ,,duze
@, ,duze 27, ,male 0” oraz ,male w”, 0znaczajace odpowiednio ograniczenie z dwdch stron,
ograniczenie z dotu, zdominowanie z gory oraz zdominowanie z dotu, jednakze my skupimy
sie na najczesciej stosowanej notacji ,,duze O”.

Do najcze$ciej stosowanych praw o notacji ,duze O” naleza:

1. dla funkgcji f(x) nieujemnej od pewnego momentu, f(x) jest klasy O( f(x)),
2. dla dowolnej funkgji f(x), f(x) jest klasy O(| f (x)|),

3. wielomiany stopnia 7 sg klasy O(x"),



4. dla dwdch liczb n < m zachodzi O(x") ¢ O(x™),
5. dla dowolnego a > 1in € R, zachodzi zawieranie O(x") ¢ O(a*),
6. jesli f(x)jestklasy O(g(x)),to c f(x) réwniez jest klasy O(g(x)) dla dowolnego ¢ € R,

7. jesli f1(x) jest klasy O(g;(x)) i f,(x) jest klasy O(g,(x)), to f(x) = f;(x) f,(x) jest
klasy O(g,(x)g,(x)),

8. jesli f,(x) jest klasy O(g;(x)) i f,(x) jest klasy O(g,(x)), to f(x) = fi(x) + fo(x) jest
klasy O(max{g, (x), g,(x)}),

9. dla dowolnej statej ¢ > 0 zachodzi O(g(x)) = O(cg(x)),

10. jesli g;(x) i g,(x) sa nieujemne od pewnego miejsca, to prawdziwe jest réwnanie
O(g,(x) + g,(x)) = O(max{g,(x), g,(x)}),

11. jesli O(g,(x)) € O(g,(x)), to O(max{g,(x), g,(x)}) = O(g,(x)).

Praktyczng strong notacji ,duze O” jest uchwycenie najszybciej rosnacego sktadnika funkcji.
Fakt 3 méwi nam, ze funkcja f(x) = 3x%+2x—7 jest klasy O(x?) czyli roénie tak szybko, jak
funkcja kwadratowa. Z punktu widzenia skomplikowania algorytmu, jest to najistotniejszy
sktadnik, poniewaz jesli x ro$nie, czyli chcemy rozwigza¢ coraz wigksze i bardziej skompli-
kowane problemy, wielko$¢ 2x staje sie zupelnie nieznaczgca w poréwnaniu z wielkoscia
3x2. Stata 3 przed kwadratem réwniez nie jest tak istotna, jak informacja, ze dla 2 razy
wigkszych problemoéw, czas trwania bedzie az 4 razy wiekszy.

Oczywiscie, analiza metodami kombinatoryki analitycznej, jak robilismy to do tej pory,
jest bardziej precyzyjna. Nie zawsze jednak precyzja jest tym, na czym nam zalezy. Niekiedy
w zupelnosci jestesmy zadowoleni z oszacowania gérnego, ktére pozwala nam przygotowac
sie na najgorsze i w razie czego milo si¢ rozczarowad, jesli program zakonczy dziatanie
szybciej, niz sie tego spodziewalismy.

2 Dowody faktow o notacji ,,duze O” Bachmanna-Landaua

Pokazemy teraz kilka twierdzen prawdziwych dla notacji ,duze O”, ktére pomoga nam
zrozumiec jej dzialanie. Zacznijmy od prostego twierdzenia, méwigcego, ze dowolna funkcja
f(x) nieujemna od pewnego miejsca nalezy do klasy O( f(x)).

Twierdzenie 1. Kazda funkcja rzeczywista f : R — R jest klasy O(f(x)), jesli spetnia
warunek
Ixg >0 Vx>x, f(x)=0.

Dowéd. Zauwazmy, ze dla dowolnego x > x,

|f() = f(x).

Jesli wiec wybierzemy M = 1, zachodzi
|f()] = fx) = Mf(x),



wiec zachodzi tez

| f(I < M f(x).
Pokazalismy, ze istniejg x, > 01 M = 1 > 0 takie, Ze dla wszystkich x > x, zachodzi
| f(x)] < M f(x), co oznacza, ze f(x) jest klasy O(f(x)). l

W praktyce twierdzenie to méwi nam, ze funkcje opisujace klasy, powinny by¢ od
pewnego momentu nieujemne. Co jednak, jesli funkcja f(x) nie jest od pewnego miejsca
nieujemna? Wtedy mozemy skorzystac z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2. Dowolna funkcja rzeczywista f(x) jest klasy O(| f (x)]).
Dowéd. Wybierzmy dowolne x,, > 0 oraz M =1 > 0. Wtedy dla kazdego x > x,, oczywiscie

lfCI<If)l=1-1f(x)=M-|f(x)l.
Oznacza to, ze f(x) jest klasy O(] f(x)|). l

Zobaczmy teraz, jak okresla si¢ klase ztozonosci dla jednego z wazniejszych typow
funkcji, wielomiandw.

1

Twierdzenie 3. Zatozmy, ze f(x) = a,x" + a,_x"" + ... + a,x + a, jest wielomianem

rzeczywistym stopnia n, czyli a,, + 0. Wtedy f(x) jest klasy O(x").

Dowdd. Zauwazmy, ze dla wszystkich x > 0 zachodzi

Lf(x)| = |a,x" +a, x" ' +...+a;x+ay| =
a, a a
=x" g, + 2L+ ——+ 2| <
X xn-1 xh
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Wybierzmy pewne x,, > 0 oraz M okreslone wzorem
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Poniewaz a,, # 0, gwarantuje to, ze M > 0. Zauwazmy tez, ze wyrazenie postaci
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jest nierosngcg funkcjag x dla x > 0, zatem dla kazdego x > x, > 0, zachodzi
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Pokazalismy, Ze istnieje takie dowolne x, > 0 oraz istnieje M > 0 okre$lone wzorem (2)
takie, ze dla kazdego x > x, zachodzi | f(x)| < M-x". Wobec tego spetniony jest warunek (1).
Oznacza to, ze dowolny wielomian stopnia n nalezy do klasy O(x"). ]

Pokazemy teraz, ze pomiedzy klasami O(x") jest okreslona relacja zawierania.
Twierdzenie 4. Dla dwdch liczb n,m € R, n < m, zachodzi O(x") ¢ O(x™).

Dowéd. Wezmy dowolng funkcje f zklasy O(x"). Oznacza to, ze istnieje x, > 0 oraz M > 0
takie, ze dla kazdego x > x, zachodzi | f(x)| < Mx".

Zauwazmy, ze o ile tylko x > 1, to x" < x" dlan < m. Ustalmy x(’) = max{1, x,}. Ponie-
waz | f(x)] < Mx" dla wszystkich x > x,, ta sama nieréwnos¢ zachodzi dla x > x(/) > X.
Mamy wigc, ze dla wszystkich x > x(;

| f(x)| < Mx" < Mx™.

Pokazalismy, Ze istnieje x(') = max{l,x,} > 0 oraz M > 0 takie, Ze dla kazdego x > x(l)
zachodzi | f (x)| < Mx™, co oznacza, ze f(x) jest klasy O(x™). Poniewaz f(x) byta dowolna
funkcja klasy O(x") oznacza to, ze

O(x™) c O(x™), dlam >n.

Aby pokaza¢, ze pomiedzy klasami nie zachodzi réwno$¢, wezmy funkeje f(x) = x™.
Funkcja ta jest klasy O(x™), co wynika z twierdzenia 1. Zwré¢émy uwage, ze poniewaz m
nie musi by¢ naturalne, wiec nie mozemy skorzystac z twierdzenia 3. Pokazemy teraz, ze
funkcja f(x) = x™ nie jest klasy O(x") dla n < m.

Chcemy pokaza¢, ze nie istniejg takie x, > 0 oraz M > 0, ze dla kazdego x > x,
"

zachodzi |x™| < Mx". Przypomnijmy, ze x > x, > 0, zatem mozemy pomina¢ modul.

Podzielmy stronami przez x". Nasz warunek przyjmuje wtedy postac
x"7 < M.

. . . . Y . . . .1
Poniewazn < mtom —n > 0, wigc mozemy podnie$¢ wyrazenie stronami do potegi —,

x< "M
Oznacza to, Ze nier6wnos¢ |x™| < Mx" nie moze by¢ prawdziwa dla wszystkich x > x,,
poniewaz jest prawdziwa tylko dla x < mWi falszywa dla wszystkich x > mW Oznacza
to, ze nie istnieje takie x, > 01 M > 0, Zeby réwnanie to bylo prawdziwe, wiec x™ nie jest
klasy O(x") dlan < m.
Wobec tego znalezlismy funkcje klasy O(x™), ktéra nie jest klasy O(x"), zatem pokaza-

uzyskujac

lismy, ze O(x") # O(X™), czyli ostatecznie
O(x™) ¢ O(x™) dlan<m,
co konczy dowod. [

Pokazemy teraz, ze istnieje klasa wigksza od dowolnej klasy O(x").



Twierdzenie 5. Dla dowolnego n € R klasa O(x") zawiera sig w klasie O(a™) dla dowolnego
a > 1, w szczegblnosci O(x") ¢ O(a”™).

Dowdd. Pokazemy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n € IN. Dowo6d wymaga niewielkiej
modyfikacji, aby pokaza¢, ze to samo jest prawda dla dowolnego n € R, co stanowi do-
bre ¢wiczenie. Podpowiedz — mozna skorzysta¢ z pokazanego wczesniej zawierania klas
i z faktu, ze [n] € IN.

Aby pokaza¢ twierdzenie dla liczb naturalnych, wybierzmy dowolne n € IN, dowolne
a > 11idowolnej funkgji f(x) klasy O(x"). Pokazmy najpierw fakt, ze

i )]
im =

x—oo g¥

0.

Poniewaz f(x) jest klasy O(x"), istnieje x, > 0 oraz M > 0 takie, ze dla kazdego x > x;
zachodzi | f(x)] < Mx". W szczegdlnosci, oznacza to, ze
lfGIl . Mx" "

. . X
0 < lim < lim =M - lim —.
x—o00 g¥ x—o00 gX¥ x—00 g*

Stosujgc regute de LHopitala n-krotnie, otrzymujemy

|f ()l n! Mn! 1 Mn!
0< 1 <M- 1 = lim — = -0=0,
X360 ax vl (Ina)ra* (Ina)" X300 a* (Ina)"
co dowodzi, ze
.Gl
lim =0,

x—oo g¥
dla dowolnej funkgji f klasy O(x") dla dowolnego n € IN.
Przytoczmy teraz definicje Cauchyego granicy w nieskoniczonosci. Obliczona granica
przeklada si¢ na nastepujacg formule

|f ()l

VM >0 dxyeR Vx> x, ‘
a

- O‘ < M.

Po przeksztalceniach otrzymujemy
VM >0 3x,eR Vx>x, [|f(x)<Ma",

co jest mocniejszym warunkiem niz warunek na to, zeby f(x) bylo klasy O(a*)
M >0 3xyeR Vx>x, |f(x)<Ma".

Pokazalismy zatem, ze klasa O(a™) zawiera w sobie wszystkie klasy O(x") dla wszystkich n.
To jednak nie wystarcza, aby pokazac, ze zawieranie to jest zawieraniem wlasciwym.

Wezmy funkcje a*. Na mocy twierdzenia 1 nalezy do klasy O(a”). Pokazmy, Ze nie moze
by¢ klasy O(x") dla dowolnego n. Gdyby tak bylo, istnialoby x, > 0 oraz M > 0 takie, ze
dla wszystkich x > x,, zachodzitoby

la*| < Mx",



czyli rbwnowaznie
x" 1

; 2 M > 0.
Pokazalismy jednak juz wcze$niej, ze funkcja z—: dazy do zera przy x — 00, zatem nie
jest mozliwym, aby dla kazdego x > x,, byla wigksza lub réwna ﬁ Jest to sprzecznoscig
z naszym zalozeniem, ze funkcja a* jest klasy x" dla jakiegokolwiek r. O]

W podobny sposéb mozna pokazac, ze
O(x") ¢ O(x"log'(x)) ¢ O(x™1),

dla dowolnych m,n > 0ia > 1.
Pokazmy teraz podstawowe prawa dotyczace arytmetyki w notacji asymptotyczne;.

Twierdzenie 6. Jesli f(x) jest klasy O(g(x)), to c f(x) rowniez jest klasy O(g(x)) dla dowol-
nego c € R.

Dowdd. Rozwazmy dwa przypadki. W pierwszym zalézmy, ze ¢ # 0. Zatézmy teraz, ze f(x)
jest klasy O(g(x)). Oznacza to, ze istnieje x, > 0 oraz M > 0 takie, ze dla kazdego x > x,
zachodzi | f (x)| < Mg(x). Wybierzmy M "= c| - M. Oczywiscie M "> 0i dodatkowo

lcf()] = lel - [ f ()] < lel - Mg(x) = M g(x).

Udato nam sie znalez¢ x, > 0 oraz M’ = |c| - M > 0 takie, ze dla kazdego x > x, zachodzi
lcf(x)| < M’g(x), co oznacza, ze ¢ f(x) jest klasy O(g(x)) dla c # 0.

Rozwazmy teraz drugi przypadek, ¢ = 0. W tym przypadku funkcja ¢ f(x) = 0 dla kaz-
dego x. Oznacza to, ze dla dowolnego M > 0 warunek na nalezenie do klasy O(g(x)), czyli
cf(x) < Mg(x) przeksztalca si¢ do postaci g(x) > 0, co jest rwnoznaczne z warunkiem,
ze funkcja g(x) jest nieujemna od pewnego miejsca — warunek ten jest czescig definicji,
poniewaz tylko dla takich funkcji sens ma okreslanie klasy funkcji. Wobec tego 0 nalezy do
kazdej zlozonosci, w szczegdlnosci rowniez do O(g(x)). ]

W praktyce twierdzenie 6 méwi nam, Ze stala nie ma znaczenia dla klasy w notacji
Bachmanna-Landaua.

Twierdzenie 7. Jesli f,(x) jest klasy O(g,(x)) oraz f,(x) jest klasy O(g,(x)), to iloczyn
f(x) = f,(x) f,(x) jest klasy O(g,(x)g,(x)).

Dowdéd. Zalézmy, ze f(x) jest klasy O(g,(x)). Oznacza to, ze istnieje x; > 01 M; > 0
takie, ze dla kazdego x > x; zachodzi | f; (x)| < M, g,(x). Zalézmy tez, ze f,(x) jest klasy
O(g,(x)). Oznacza to, ze istnieje x, > 0i M, > 0 takie, ze dla kazdego x > x, zachodzi
| f,(x)| € M,g,(x). Wybierzmy x, = max{x,, x,} > 0. Wtedy dla kazdego x > x, zachodzi
jednoczesnie | f,(x)| < M, g,(x) oraz | f,(x)| < M,g,(x). Wybierzmy M = M, M, > 0. Dla
kazdego x > x, mamy

I £l = 1f1(x) )] = /1] - [ /(0] <€ M, g,(x) - Myg,(x) = MM, - g,(x)g,(x) =
=M - g,(x)g,(x).



Oznacza to, ze znalezliémy takie x, = max{x;,x,} > 0 oraz takie M = MM, > 0,
ze dla kazdego x > x, zachodzi |f,(x) f,(x)| < M - g,(x)g,(x), zatem f(x) jest klasy
O(gl(X)gz(x))- O

Zauwazmy, ze twierdzenie 6 moze by¢ widziane jako szczegdlny przypadek twierdzenia
7, jedli przyjmiemy f,(x) = c bedace klasy O(1) (patrz twierdzenie 3) oraz f,(x) = f(x)
klasy O(g(x)). Wtedy cf(x) = f,(x)f,(x) jest klasy O(1 - g(x)) czyli O(g(x)). Niemniej
jednak wyszczegolnienie go wprost i udowodnienie niezaleznie, ma dodatkowe walory
edukacyjne.

Naturalnym kolejnym krokiem w analizie ztozonosci, skoro wiemy jak wyglada asymp-
totyczne zachowanie funkcji bedacych iloczynem dwdch innych, jest zbadanie asympto-
tycznego zachowania sumy dwdch funkgji.

Twierdzenie 8. Jesli f,(x) jest klasy O(g,(x)) oraz f,(x) jest klasy O(g,(x)), to funkcja
f(x) = fi(x) + f,(x) jest klasy O(max{g,(x), g,(x)}).

Dowodd. Zaléimy, ze fi(x) jest klasy O(g,(x)). Oznacza to, ze istnieje x; > 0i M; > 0
takie, ze dla kazdego x > x; zachodzi | f; (x)| < M, g,(x). Zalézmy tez, ze f,(x) jest klasy
O(g,(x)). Oznacza to, ze istnieje x, > 01 M, > 0 takie, ze dla kazdego x > x, zachodzi
| f,(x)| € M,g,(x). Wybierzmy x,, = max{x,, x,} > 0. Wtedy dla kazdego x > x,, zachodzi
jednoczesnie | f,(x)| < M,g,(x) oraz | f,(x)| < M,g,(x). Wybierzmy M = 2 max{M,, M,}.
Dla kazdego x > x, mamy

| =1£100) + L) <A+ /(0] < Mgy (x) + Mg, (x) <
_ 91(%) + gy(x) <
2 X
2p . max{g, (x), g, (0} er max{g, (x), ()} _ - Zmax{gl(;),gz(x)} _
= M - max{g, (x), g,(x)}.

< max{M,, M,}g,(x) + max{M,, M,}g,(x) = M

S

Oznacza to, ze znalezliSmy x, = max{x,, x,} > 0 oraz stala M = 2 max{M,, M,} > 0 taka,
ze dla kazdego x > x, zachodzi | f(x)| < M - max{g,(x), g,(x)}. Oznacza to, ze f(x) jest
klasy O(max{g,(x), g,(x)}). O

Na koniec pokazemy trzy fakty dotyczace postaci nie funkgji a catych klas.
Twierdzenie 9. Dla dowolnej statej c > 0 zachodzi O(g(x)) = O(cg(x)).

Dowéd. Réwnos¢ klas funkeji pokazujemy poprzez pokazanie zawierania w dwie stro-
ny. Pokazemy najpierw, ze O(g(x)) € O(cg(x)). Wybierzmy dowolng funkcjg f(x) klasy
O(g(x)). Pokazemy, ze jest tez klasy O(cg(x)). Skoro f(x) jest klasy O(g(x)) istnieje x, > 0
oraz M > 0 takie, ze dla kazdego x > x,, zachodzi | f(x)| < Mg(x). Wezmy M = % > 0.
Wtedy mozemy zapisaé

()] < Mg(x) = % ccg(x) = M - cg(x),

co oznacza, ze f(x) jest klasy O(cg(x)). Zawieranie w drugg stron¢ mozna pokaza¢ w ana-
logiczny sposob, pozostawiamy to jako ¢wiczenie. ]



W praktyce twierdzenie to oznacza, ze wewnatrz notacji ,duze O” mozemy skresli¢
stale.

Twierdzenie 10. Prawdziwa jest rownosc O(g,(x) + g,(x)) = O(max{g,(x), g,(x)}) o ile
9:(x) i g,(x) sg od pewnego miejsca nieujemne.

Dowéd. Wezmy dowolng funkeje f(x) klasy O(g, (x)+g,(x)). Oznacza to, ze istnieje x,, > 0
oraz M > 0 taki, ze dla kazdego x > x, zachodzi | f(x)| < M(g,(x) + g,(x)). Wybierzmy
M’ = 2M. Wtedy dla kazdego x > x,

|f ()] € M(g,(x) + g,(x)) < M(max{g,(x), g,(x)} + max{g,(x), g,(x)}) =
= 2M max{g, (x), g,(x)} = M max{g, (x), g,(x)}.

Pokazali$my, ze istnieje x, > 0 oraz M = 2M > 0 takie, ze dla kazdego x > x, zachodzi
| f(x)] < M max{g,(x), g,(x)}, czyli dowolna funkcja klasy O(g, (x) + g,(x)) jest réwniez
klasy O(max{g, (x), g,(x)}). Oznacza to, ze O(g,(x) + g,(x)) € O(max{g,(x), g,(x)}).

Pokazemy teraz drugie zawieranie. Wezmy dowolng funkcje f(x) nalezaca do klasy
O(max{g, (x), g,(x)}). Oznacza to, ze istnieje x, > 0 oraz M > 0 takie, ze dla kazdego
x > x, zachodzi | f(x)| < M max{g,(x), g,(x)}. Skorzystajmy teraz z zalozenia, ze g,(x)
i g,(x) sa od pewnego miejsca nieujemne. Oznacza to, ze istnieje x; > 0 taki, Ze dla kazdego
x > x; zachodzi g,(x) > 0 oraz istnieje x, > 0 takie, ze dla kazdego x > x, zachodzi
g,(x) = 0. Wybierzmy x(; = max{x,, X;, X, }. Dla kazdego x > x(’) spelnione sg jednoczesnie
trzy warunki:

o |f()| € M max{g,(x), g,(x)},
e g1(x) 20,
e g,(x)=0.

Zauwazmy, ze dla liczb nieujemnych a,b > 0 zachodzi max{a, b} < a + b. Podsumowujac,
dla dowolnego x > x, mamy

| £()] < M max{g,(x), g,(x)} < M (g, (x) + g,(x)) .

Oznacza to, ze f(x) jest klasy O(g,(x) + g,(x)). Oznacza to, ze pokazalimy drugie zawie-
ranie a tym samym réwno$¢ obu klas. ]

Ostatnie twierdzenie, ktére oméwimy, dotyczy tego, jak w praktyce wyznaczy¢ ztozonosc¢
maksimum.

Twierdzenie 11. Zatozmy, ze O(g,(x)) € O(g,(x)). Wtedy O(max{g,(x), g,(x)}) = O(g,(x)).

Dowéd. Zauwazmy, ze jedno zawieranie pomiedzy O(max{g,(x), g,(x)}) i O(g,(x)) jest
zawsze prawdziwe i oczywiste. Zanim przeczytasz dowdd, postaraj si¢ odkry¢, w ktorg
strong dowod przebiega bez koniecznosci poczynienia dodatkowych zatozen.



Pokazemy najpierw O(g,(x)) € O(max{g,(x), g,(x)}). Wezmy dowolng funkcje f(x)
klasy O(g,(x)). Oznacza to, ze istnieje x, > 0 oraz M > 0 takie, ze dla kazdego x > x,
zachodzi | f(x)| < Mg,(x). Z definicji maksimum, mamy pewnos¢, ze a < max{a, b}.
Wobec tego

| f ()] € Mg,(x) < M max{g, (x), g,(x)}.

Oznacza to, ze O(g,(x)) € O(max{g,(x), g,(x)}). Do pokazania, ze zachodzi zawieranie
O(max{g,(x), g,(x)}) € O(g,(x)) musimy skorzysta¢ z zawierania O(g,(x)) € O(g,(x)).
Wezmy dowolng funkcje f(x) klasy O(max{g,(x), g,(x)}). Oznacza to, ze istnieje x, > 0
oraz M > 0 takie, ze dla kazdego x > x,, zachodzi | f(x)| < M max{g, (x), g,(x)}. Poniewaz
O(g,(x)) < O(g,(x)) wiemy, ze istnieje x; > 0 takie, ze dla x > x, zachodzi g, (x) > 0 oraz
istnieje x, > 0 takie, ze dla x > x, zachodzi g,(x) > 0. Wezmy x(') = max{x,, X, x,}. Wtedy
dla kazdego x > x; zachodza jednoczes$nie warunki:

o |f(x)] £ M max{g,(x), g,(x)},
¢ g:(x) 20,
e g,(x)=0.

Poniewaz g,(x) = 01 g,(x) > 0, to

| £()] € M max{g,(x), g,(x)} = |[M max{g, (x), g,(x)} .

Jesli pokazemy, ze funkcja h(x) = max{g, (x), g,(x)} jest klasy O(g,(x)), zakonczy to dowod,
poniewaz to zagwarantuje nam, Ze od pewnego momentu | max{g, (x), g,(x)}| < M ’ (%),
co bedzie jednoczes$nie poszukiwanym ograniczeniem na funkcje | f(x)|.

Zauwazmy, ze na mocy twierdzenia 1, g, (x) jest klasy O(g, (x)), wiec poniewaz zachodzi
zawieranie O(g,(x)) € O(g,(x)), to g, (x) jest rowniez klasy O(g,(x)). Na mocy tego same-
go twierdzenia, g,(x) réwniez jest klasy O(g,(x)). Obie funkcje g,(x) i g,(x) s3 nieujemne
od pewnego momentu, czyli istnieje x; > 0 takie, ze dla x > x, zachodzi g,(x) > 0 oraz
istnieje x, > 0 takie, ze dla x > x, zachodzi g,(x) > 0. Obie funkcje sg rowniez klasy
O(g,(x)), czyli w szczegoélnosci dla g,(x) istnieje x, > 0i M > 0 takie, ze dla kazdego
x > x, zachodzi |g, (x)| < Mg,(x). Wezmy x(') = max{x,, x;, x,}. Wtedy dla dowolnego
x > x, zachodza jednoczesnie cztery warunki:

¢ |g,(x)] < 1g,(x),
o 19:(x)| < Mg,(x),
e g1(x) 20,

. g,(x) > 0.

Podsumowujac, dla dowolnego x > x(’) iM =M +1> 0, zachodzi

| max{g, (x), g,(x)}| = max{g,(x), g,(x)} < g,(x) + g,(x) = |g,(x)| + [g,(x)| <
< 1g,(x) + Mg,(x) = (M + 1)g,(x) = M g,(x).



Pokazalismy, ze dla dowolnego x > x(’) = max{xy, x,,X,} > 0orazM = M+1 > 0zachodzi
| max{g, (x), g,(x)}| < M'gz(x), czyli ze max{g, (x), g,(x)} jest klasy O(g,(x)). Oznacza to,
ze rowniez f(x) jest klasy O(g,(x)), czyli ze O(max{g, (x), g,(x)}) € O(g,(x)). Ostatecznie,
pokazali$my oba zawierania, co konczy dowdd. [

Korzystajac z twierdzenia 11 i zawierania dla klas postaci O(x") mozna przeprowadzi¢
alternatywny dowdd twierdzenia 3. Zastandw sig, czy potrafisz go przeprowadzi¢, korzystajac
z pokazanych w notatkach faktow.

3 Zlozonos¢ algorytmu a zlozonos¢ problemu

Jesli funkcja f(x) klasy O(g(x)) opisuje ztozono$¢ algorytmu dla rozmiaru x, méwimy,
ze algorytm jest klasy O(g(x)). Oczywiscie, kazdy problem i kazde zagadnienie, mozemy
rozwigza¢ na wiele sposobow. Niektore z nich bardziej, inne mniej efektywne. Najlepsza
w sensie zawierania ztozonos¢, jaka jesteSmy w stanie przypisa¢ dowolnemu rozwigzaniu
problemu, nazywa sie ztozonoscia problemu. I tak zlozonos¢ algorytméw sortowania list
dlugosci x opartych o poréwnania moze wynosi¢ O(x log(x)), cho¢ oczywiscie istniejg tez
algorytmy dziatajace w czasie O(x?).

Algorytmy, ktére maja rozwigzanie dzialajace w czasie nalezacym do klasy O(x") dla
pewnego n € N, nazywamy algorytmami dzialajagcymi w czasie wielomianowym. Klase
wszystkich algorytméw rozwigzywalnych w czasie wielomianowym', nazywamy klasg P.
Oprocz klasy P definiuje si¢ inne klasy, miedzy innymi klas¢ NP. Klasa NP to wszystkie
algorytmy, dla ktorych jesteSmy w stanie sprawdzié, czy co$ jest rozwigzaniem, w czasie
wielomianowym. Wiadomo, ze P € NP, ale nie wiadomo, czy P = NP, czy tez nie. Problem
ten jest jednym z problemdéw milenijnych, o ktérych juz raz mieliémy okazje wspominac.

'Na maszynie Turinga, ktora jest modelem wspoélczesnie stosowanego komputera.
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