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Podczas partii materialu na ten tydzien nauczymy sie szukaé wartosci na liscie oraz szuka¢
miejsc zerowych i maksiméw funkcji. Uwa G A: Wyprowadzenia wzoréw ogélnych na czas
dzialania programoéw nie obowigzuja na kartkéwce, podobnie jak iteratory, ktdre sg tu
jedynie wspomniane.

1 Sprawdzanie, czy element znajduje si¢ na liscie

Najprostszg forma wyszukiwania jest sprawdzenie, czy element znajduje si¢ na liscie.
Mozemy to zrobi¢ na kilka sposobdw, na przyklad uzywajac wbudowanego operatora in

element in lista

Elementdw listy jest potencjalnie wiele, wiec nie obejdziemy si¢ bez petli. Poniewaz musimy
sprawdzi¢, czy element na liScie jest rowny poszukiwanemu, nie obejdzie si¢ réwniez bez
instrukcji warunkowej. Mogliby$my takie wyszukiwanie zapisa¢ na przyklad tak.

def szukaj(element, lista):
for x in lista:
if x == element:
return True
return False

Przeanalizujmy ten program. W funkeji znajduje si¢ petla, ktéra wykonuje fragment kodu
dla kazdego elementu listy, nazywajac go x w kazdym przejsciu petli. Jesli element x jest
réwny poszukiwanemu, zwracana jest warto$¢ True. Pamietajmy, ze return powoduje prze-
rwanie dzialanie funkcji, wiec program przeszukuje liste tak dtugo, az znajdzie szukany
element (i tylko tak dlugo). Jesli przejrzymy calg liste i nie znajdziemy elementu, czyli
nie wejdziemy do linii return True, petla si¢ zakonczy i w nastepnej linii wejdziemy do
return False. Szczegdlny przypadek brzegowy pustej listy réwniez dziala, poniewaz jesli
lista jest pusta, petla nie wykona si¢ ani razu i zwrdcone zostanie False, co jest zgodne
z oczekiwaniami, poniewaz w pustej liScie nie moze by¢ zadnego elementu.



1.1 Analiza czasu wykonania algorytmu

Cho¢ do wyktadu o zlozonosci obliczeniowej zostalo nam troche czasu, przy wigkszosci
algorytméw bedziemy starali si¢ wylicza¢ ile czasu komputerowi zajmie wykonanie jakiegos
kodu. Przeanalizujmy teraz kod funkcji szukaj.

Oczywiscie czas dzialania programu zalezy od wielu czynnikéw. Po pierwsze od tego,
czy element rzeczywiscie jest na liscie czy nie, a po drugie, to jesli element jest na licie,
nalezy zada¢ pytanie, na ktéorym miejscu listy si¢ on znajduje. Nie bez znaczenia jest tez
dtugosc¢ listy. Sprobujmy zidentyfikowac trzy przypadki:

1. przypadek optymistyczny,
2. przypadek pesymistyczny,
3. przypadek $redni.

Przypadek optymistyczny to taki, w ktéorym program dziata najkrocej jak to tylko moz-
liwe. Przypadek pesymistyczny to taki, w ktérym program dziala najdtuzej jak to tylko
mozliwe. Przypadek $redni to taki, ktory przedstawia przecigtny czas dziatania progra-
mu. Zwykle bedziemy chcieli poznaé przypadek pesymistyczny, aby ,,przygotowac sie na
najgorsze” oraz przypadek sredni, aby przecietnie wiedzie¢, czego si¢ spodziewac.

O ile czas poswiecony na wybieranie kolejnych elementow listy jest zwykle nieduzy i mo-
ze by¢ pominiety, to poréwnanie elementéw niekiedy wymaga sporo pracy — pamigtajmy,
ze w liScie mogg by¢ napisy, przykladowo reprezentujace cale powiesci, wiec poréwnywanie
ich znak po znaku jest operacja dlugotrwalg. Aby wiec policzy¢, jak diugo bedzie dziata¢
funkcja, bedziemy liczy¢, ile poréwnan wykona w zaleznosci od dlugosci listy.

Istnieje jedna sytuacja, w ktdrej wykonujemy zero poréwnan i jest to sytuacja, w ktorej
nie wchodzimy ani razu do petli — aby to bylo mozliwe, lista musi by¢ dlugosci zero.
Wtedy wykonujemy zero poréwnan i od razu zwracamy warto$¢ False, niezaleznie od
elementu. Jesli rozwazy¢ przypadek listy niepustej, to przypadek optymistyczny to jedno
poréwnanie — w sytuacji, gdy szukany element jest na poczatku listy. Liczbe poréwnan
w obu tych sytuacjach mozemy zapisa¢ jednym wzorem min{1, n}.

Przypadek pesymistyczny to taki, w ktérym program dziala najdtuzej jak to tylko
mozliwe. Sytuacje taka mozna do$¢ tatwo zidentyfikowaé — aby program wykonat najwigcej
poréwnan jak sie da, elementu nie moze by¢ na liscie na pierwszych n — 1 miejscach. Wtedy,
program porowna kazdy element listy z szukanym. W takiej sytuacji przy liscie dlugosci n
wykonamy dokladnie n poréwnan. Podsumujmy to, co dowiedzielismy si¢ do tej pory dla
list dtugosci n.

przypadek ‘ liczba poréwnan

optymistyczny | min{1,n}
pesymistyczny | n

Analiza przypadku $redniego jest w tym przypadku trudniejsza i wymaga znajomosci
klasycznego modelu prawdopodobienstwa, takiego jaki poznajemy w szkotach $rednich.
Aby wyprowadzi¢ wzér, musimy zna¢ prawdopodobienstwo tego, ze dana wartos¢ z listy
to szukana warto$¢. Nazwijmy to prawdopodobienstwo p i zatézmy na razie, ze p € (0, 1).



Przypadek p = 0 odpowiada juz przeanalizowanemu przypadkowi pesymistycznemu
(elementu nie ma na liScie, wiec wykonamy n pordwnan), natomiast p = 1 odpowiada
przypadkowi optymistycznemu (lista sktada sie tylko z szukanego elementu, zatem juz po
pierwszym poréwnaniu znajdziemy szukany element). Po wyznaczeniu wzorudla p € (0, 1)
sprawdzimy, czy da si¢ go uogolni¢ na przypadek p € {0, 1}.

Szansa na to, Ze wykonamy jedno poréwnanie to p. Szansa na to, ze wykonamy dwa
poréwnania, to (1 — p) - p, poniewaz raz musi ,wypas¢” cos innego niz szukana i potem
szukana warto$¢. Szansa na to, ze wykonamy trzy poréwnania, to (1 — p)* - p. Szansa na to,
ze wykonamy n — 1 poréwnan, to (1 — p)" 2 - p. Wz6r na n poréwnan jest inny, poniewaz
w nim niezaleznie od tego, czy na ostatnim miejscu jest szukana warto$¢, czy nie, wykonamy
n poréwnan — prawdopodobienstwo tego zdarzenia to zatem (1 — p)" ™', czyli n — 1 brakéw
zdarzenia. Wypiszmy liczby poréwnan i prawdopodobienstwa.

liczba poréwnan | prawdopodobienstwo
1 1-p)°-p

2 (1-p)-p

k<n (1-p)*t.p

n-1 (1-p)2-p

n (1-p)y"!

Policzmy teraz $rednig wazong [, liczby poréwnan. Wartos¢ ta bedzie przecietna liczba
poréwnan wykonang przez algorytm szukania elementu na liscie’. Mamy
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Wyciagajac p przed znak sumy mamy

L=n(l-p)"+p> k(1-p)*"
k=1

Zajmijmy sie sumg po prawej stronie
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W obu sumach zmienimy indeks tak, aby zaczynal si¢ od k = 0

n n-1 n—1
Y k(1-p)t =Y k(1 -p)f+ > (1-p).
k=1 k=0 k=0

'Po kursie z prawdopodobienstwa mogliby$émy powola¢ si¢ na warto$¢ oczekiwang rozkladu geometrycz-
nego, nie jeste$my jednak jeszcze w tym miejscu — zachecam, zeby wroci¢ do analizy niektdrych algorytméw
po realizacji kursu z prawdopodobienstwa, poniewaz moze to rzuci¢ nowe $wiatlo zarazem na analizowane
algorytmy, jak i na zastosowania poznanych na nim rozkladéw.



Zauwazmy, ze w pierwszej z dwoch sum, pierwszy wyraz to 0(1 — p)® = 0, wiec mozemy
sumowac od jedynki. Druga suma to suma wyrazow ciggu geometrycznego, mozemy zatem
zastosowac znany wzOr na jego sume
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Wyciagnijmy z pozostalej sumy (1 — p) przed znak sumowania
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i dodajmy i odejmijmy brakujacy skfadnik, tak aby upodobni¢ sumowania po obu stronach
réwnosci
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Zastapmy teraz oba wystgpienia sumy przez x. Uzyskamy réwnanie
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Rozwigzmy to réwnanie ze wzgledu na x. Mamy
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Podstawmy sume do oryginalnego réwnania
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Czy wzdr ten moze by¢ potraktowany jako wzér ogdélny? Musimy sprawdzi¢ przypadki

brzegowe, ktére odpowiadajg przypadkowi optymistycznemu (element jest pierwszy, wiec
p = 1) oraz pesymistycznemu (elementu nie ma, wigc p = 0).



Podstawmy do wzoru p = 1, mamy
l,=1-0"

Stosujac umowe 0° = 1, ktéra jest czgsto stosowang umowa w kombinatoryce i réwniez
domyslng wartoscig wyrazenia 0**0 w Pythonie, mamy dwa mozliwe rezultaty: [, = 0, gdy
n=0orazl, =1,gdyn > 1. Pokrywa sie to z wcze$niejszymi wyliczeniami dla przypadku
optymistycznego.

Przypadek pesymistyczny jest nieco trudniejszy. Poniewaz p jest w mianowniku, nie
mozemy wprost podstawi¢ p = 0. Niemniej jednak mozemy obliczy¢ granice wyrazenia
przy p — 0

- 1-0-p" . n(l-p

lim ———— =lim ——— =n

p—0 p p—0 1
Wartos¢ ta ponownie pokrywa sie z wyliczong wczesniej dla przypadku pesymistycznego.
Oznacza to, ze udato nam sie znalez¢ wzor na $rednig liczbe poréwnan, jakg musi wykona¢
algorytm wyszukiwania, zalezng od prawdopodobienstwa natrafienia na element p oraz
dlugosci listy n, jest to

1-(1-p)
’ .
1

Na przykiad, jesli w liscie znajdujg si¢ wyniki rzutu kostka i szukamy ,,sz6stki’, to p = =

!

n

Jedli lista jest dtugosci n = 10, to srednio wykonamy

R
P
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6
poréwnan. Gdybysmy w tej samej liscie szukali wyniku parzystego, to p = % i $rednio
wykonamy
1\10
1-(-pr 1-(1-3)
p

= 1.998046875

N =

porownan.

Zwréémy uwage, ze oczywiscie im mniejsze p, tym wiekszy czas wyszukiwania. Dodat-
kowo im wigksze n, tym wigkszy czas wyszukiwania. Jesli n — 00, czas wyszukiwania jest
réwny % Oznacza to, ze jesli prawdopodobienstwo wystapienia szukanego elementu jest

spore, na przykiad o $rednio znajdziemy szukang warto$¢ w 6 porownaniach, nawet jesli
lista jest ogromna.

2 Szukanie elementu najwi¢kszego

Zajmijmy sie teraz szukaniem najwiekszego elementu listy. Odréznia sie to tym od
problemu sprawdzania, czy element jest na liscie, ze nie wiemy, ile wynosi szukana wartos¢.
Oznacza to, ze nigdy nie jesteSmy pewni, czy kolejna warto$¢ w liscie nie jest wieksza. Musi-
my zatem przejrze¢ wszystkie elementy. Zauwazmy, ze nasz problem jest niezdefiniowany
dla pustych list — w takiej sytuacji zwracac¢ bedziemy None.



def maksimum(lista):
if lista:
kandydat = lista[o0]
for element in lista:
if element > kandydat:
kandydat = element
return kandydat

Przeanalizujmy ten program. Po pierwsze, calo$¢ definicji funkcji stanowi jedna instrukeja
warunkowa if lista. Python wejdzie do zagniezdzonego kodu, jesli lista bedzie niepusta.
Jesli lista bedzie pusta, program nie wejdzie do zagniezdzonego kodu i tym samym zakonczy
sie definicja funkcji. Przypomnijmy, ze jesli funkcja si¢ skoniczy bez napotkania na instrukcje
return, Python sam zwrdci za nas warto$¢ None, czyli czg$¢ specyfikacji problemu dotyczaca
pustych list mamy z glowy. Zal6ézmy zatem, Ze lista jest niepusta i analizujmy dale;j.

Skoro lista jest niepusta, to istnieje element lista[0] i ustawiamy go jako kandydata
do bycia maksimum. Jesli nie znajdziemy nic lepszego, to wtasnie on bedzie najwiekszym
elementem. Po ustaleniu poczatkowego kandydata przegladamy calg liste w poszukiwa-
niu elementu wigkszego od kandydata. Jesli taki element znajdziemy, staje si¢ naszym
nowym kandydatem do bycia najwigkszym. Poniewaz relacja wigkszosci jest przechodnia,
po zmianie kandydata nie musimy go poréwnywac z wczedniejszymi elementami.

ZYozono$¢ zarazem pesymistyczna, jak i optymistyczna, to w tym przypadku n porow-
nan. Nie sposob nie sprawdzi¢ wszystkich elementéw, poniewaz zawsze tuz za rogiem moze
czeka¢ na nas jeszcze wigkszy element, niz sie do tej pory spodziewalismy.

W programie tym, choc¢ jest on zapisany dos¢ intuicyjnie, jest jeden niewielki problem —
zbedne poréwnanie elementu zerowego z samym soba. Mogliby$smy to rozwigza¢ na kilka
sposobdw, ale majg swoje wady i zalety. To, co przychodzi na mysl jako pierwsze, czyli
wykorzystanie wycinka,

def maksimum(lista):
if lista:
kandydat = lista[o0]
for element in lista[1:]:
if element > kandydat:
kandydat = element
return kandydat

jest rozwigzaniem bardzo zlym, poniewaz podczas brania wycinka lista[1:] tworzona
jest kopia listy. To trwa wigcej niz jedno pordwnanie. Inne rozwigzanie to przejscie po
elementach za pomoca petli while.

def maksimum2(lista):
n = len(lista)
if n> o:
kandydat = lista[o0]
i=1



while i<n:
if lista[i] > kandydat:
kandydat = lista[i]

i+=1

return kandydat

Jest to mniej wigcej ten sam kod i w dodatku zaoszczedza nam jednego poréwnania. Niestety,
ku naszemu zaskoczeniu, jesli zmierzymy czas wykonania dla listy stu losowych wartosci
catkowitych, okaze si¢, ze wersja z while jest do trzech razy wolniejsza. A to dlatego, ze petla
for korzysta z lepszych optymalizacji — nie musi pamietac¢ indeksu i, zwieksza¢ go o jeden
co przejscie petli, dostawac si¢ do i-tego elementu, sprawdzac, czy i nie jest za duze. Na
tym wszystkim wersja z petla for oszczedza czas.

Na ten moment nie potrafimy jeszcze zapisa¢ optymalnego rozwigzania, ale dla cieka-
wych $wiata juz teraz wybiegniemy w przysztos¢. Jest sposdb na pozbycie si¢ zbednego
pordwnania, wcigz korzystajac z petli for. Zachecam do poczytania o iteratorach i funkcjach
iter oraz next. Na zajeciach zajmiemy si¢ nimi pod koniec semestru. Tymczasem ponizej
optymalny kod korzystajacy z tych wlasnie funkgji.

def maksimum3(lista):
if lista:
lista = iter(lista)
kandydat = next(lista)
for element in lista:
if element > kandydat:
kandydat = element
return kandydat

W wielkim skrdcie — iterator pozwala przejs¢ po liscie raz. Kazdy kolejny element pobiera-
my funkcja next. Poniewaz petla for rozumie iteratory, kontynuuje pobieranie elementow
listy od drugiego, po tym, jak my pobralismy pierwszy z nich i podstawili$my pod kandydata.
Jedli zmierzymy czas wykonania tego programu, okaze sie, ze jest okoto 10% szybszy niz
pierwsza wersja.

3 Miejsce zerowe funkgcji

Zajmijmy sie teraz problemem zupelnie innym, cho¢ wcigz polegajacym na poszukiwa-
niu. Tym razem nie poszukujemy jednak elementdéw listy, tylko miejsc zerowych funkcji.

Zademonstrujemy jeden sposrdd znanych algorytmow, bedzie to algorytm bisekeji. Aby
znalez¢ oszacowanie miejsca zerowego funkcji f na przedziale [a, b], musi ona spelniaé
nastepujgce warunki:

1. f musi by¢ funkcja ciagla na [a, b],

2. f musi mie¢ przeciwne znaki na krancach [a, b].



Warunki te odpowiadajga zaloZeniom twierdzenia Darboux, jednego z twierdzen analizy
matematycznej, ktére gwarantuje nam, ze funkcja f ma przynajmniej jedno miejsce zerowe
we wnetrzu przedziatu (a,b). Poniewaz mamy gwarancje matematyczng istnienia cho¢
jednego miejsca zerowego, mozemy go poszukac za pomocg Pythona.

Pomyst na algorytm jest nastepujacy — skoro wiemy, ze miejsce zerowe jest w przedziale
(a,b), przekrojmy ten przedzial na mniejsze czesci:

(a,a+b>,{a+b})<a+b,b).
2 2 2

Miejsce zerowe bedzie zatem w jednym z trzech wskazanych zbioréw, w lewym przedziale

o potowie dlugosci, na $rodku lub w prawym przedziale o polowie dlugosci. Jesli okaze
sie, ze miejsce zerowe jest na srodku, mamy rozwigzanie. Jesli nie, to bedzie w jednym
z mniejszych podprzedzialéw — sprébujemy wigc ta samg metoda poszukac go w jednym
z nich. Kazdy krok algorytmu zawezi przedzial o potowe. Uznamy, ze znalezlismy miejsce
zerowe, jesli w nie trafimy, lub przedzial zawezi sie tak bardzo, ze jego srodek bedzie
dostatecznie przyblizal miejsce zerowe. Zobaczmy na nastepujacy kod, ktory zaktada, ze
funkcja f spelnia postawione warunki. Odpowiedzialno$cia uzytkownika jest nie uzywac
funkeji z niewlasciwymi parametrami.

def bisekcja(f, a, b, tolerancja=1e-6):
c = (a+b)/2
p6t diugosci = (b-a)/2
if pé1 diugosci <= tolerancja:
return c
f a = f(a)
while pét dtugosci > tolerancja:
f c = f(c)
if f a*f c < o:
b=c
elif f a*f c > o:

else:
return ¢
p61 dtugosci /= 2
c = (at+b)/2
return c

Program ten stara si¢ za wszelka ceng jak najrzadziej liczy¢ funkcje f w punkcie, poniewaz
technicznie to moze by¢ cos, co trwa bardzo bardzo dtugo, na przyktad moze by¢ to wynik
calkowania numerycznego lub innej operacji wymagajacej petli i skomplikowanych obliczen.
Nie jest to najprostszy mozliwy zapis bisekcji, ale taki, ktory gwarantuje najmniejszg mozliwa
liczbe koniecznych wyliczen funkcji f. Przeanalizujmy go krok po kroku.



Na poczatku program wylicza srodek przedzialu (a, b) i nazywa go c. Jesli dlugosc
przedzialu (a,b) réwna b — a jest mniejsza niz 2¢, gdzie € to zadana tolerancja, mamy
(c —&c+¢€) 2 (a,b) i poniewaz miejsce zerowe x, € (a,b) to réwniez x,, € (c — &,¢ + €)
czyli |x, — c¢| < & Oznacza to, ze odleglo$¢ od ¢ do miejsca zerowego jest mniejsza od
zadanej tolerancji. Tym samym, ¢ jest oszacowaniem miejsca zerowego i mozemy zakonczy¢
proces poszukiwania. Aby ulatwi¢ obliczenia, definiujemy zmienng pomocniczg zawierajaca
polowe dlugosci przedziatu, ktéra poréwnujemy z tolerancjg. Do tej pory ani razu nie
musielismy policzy¢ wartosci funkgji!

W kolejnym kroku liczymy warto$¢ funkeji f(a) i zapamietujemy wynik na potem,
aby nie liczy¢ go dwukrotnie. Zaczynamy petle while, ktéra wykona sie przynajmniej raz
(poniewaz przypadek zbyt waskiego przedziatu obstuzylismy osobno przed policzeniem
wartosci f(a)). Petla while zakonczy sig, gdy przedzial bedzie na tyle waski, aby $rodek
przedziatu dobrze przyblizal miejsce zerowe, podobnie jak przeanalizowali$my to na po-
czatku w instrukcji warunkowej. Wewnatrz petli obliczamy warto$¢ funkeji f(c) i podobnie
jak wczesniej wartos¢ funkeji f(a), zapamigtujemy wynik. Interesuje nas znak iloczynu na
krancach przedzialu [g, c]. Sg trzy mozliwosci:

1. f(a)- f(c) <0, co oznacza, ze miejsce zerowe jest w przedziale (a, c),
2. f(a)- f(c) > 0, co oznacza, Ze miejsce zerowe jest w przedziale (c, b),
3. f(a)- f(c) =0, co oznacza, Ze miejsce zerowe to c.

W pierwszym przypadku przesuwamy warto$¢ b na ¢, w drugim przypadku przesuwamy
warto$¢ a na c. Po tych operacjach przedzial jest zaktualizowany, ale gdy ,,ruszyliémy”
punkt a, musimy zaktualizowa¢ warto$¢ f(a). Na szcze$cie mamy warto$¢ f(c), ktora jest
ta liczba, ktdrej szukamy. Dzieki temu nie musimy jej liczy¢ ponownie! Na koncu petli
wyliczamy nowy $rodek przedziatu, aby na wypadek, gdyby warunek petli while jg przerwat,
warto$¢ ¢ byla aktualna. Zmieniamy tez zmienng zawierajaca potowe dlugosci, dzielac
ja przez 2. Przeliczenie nowej wartosci funkcji f(c) nastepuje na poczatku petli, a nie na
jej konicu, poniewaz jesli przerwiemy petle warunkiem o tolerancji, nie ma konieczno$ci
liczy¢ f(c). Zachgcam do przesledzenia kodu na https://tinyurl.com/metoda-bisekcji-pi,
ktory wykorzystuje zdefiniowang tu funkcje bisect do obliczenia liczby 7, jako podwojone
miejsce zerowe funkcji cos na przedziale (0, 4).

3.1 Analiza czasu wykonania algorytmu

Przeanalizujmy czas dzialania funkcji bisect. Zajmiemy si¢ gtéwnie przypadkiem pesy-
mistycznym, poniewaz chcemy mie¢ gwarancje, ze algorytm znajdzie rozwigzanie w skon-
czonym czasie, niezaleznie od okoliczno$ci. Poniewaz najbardziej kosztowna operacja jest
wyliczanie funkgji, policzymy, ile razy wywoluje sie funkcja f.

Patrzac na to, ile razy liczy si¢ funkcja f, mozemy zauwazy¢, ze jest to 1 dodac liczba
wywolan petli while.


https://tinyurl.com/metoda-bisekcji-pi

Wiedzac, ze w kazdym kroku algorytmu diugos¢ przedziatu zmniejsza si¢ o potowe, po
k krokach petli dlugo$¢ przedzialu wynosi¢ bedzie

1
?(b - a)
natomiast potowa dlugosci
1
2k+1 (b-a)
Warunek stopu méwi, ze potowa dtugosci przedzialu ma by¢ mniejsza lub réwna tolerancji,
czyli
1
Yo (b-a)<e.
Przeksztalcajac, uzyskujemy
b-a < 2k+1
€

co po zlogarytmowaniu przyjmuje postaé

log, (b—Ta) <k+1,

Poniewaz program przerywamy przy pierwszym k naturalnym spelniajagcym te nieréwnos¢,

o (£52)] -1

i tym samym ostatecznej liczby krokéw petli

e (252)

Poniewaz jak zauwazyliémy liczba wyliczen funkcji f to k + 1, mamy ostatecznie
1 b-a
%\ ¢

Aby uwzgledni¢ szczegolny przypadek waskiego przedzialu poczatkowego, w ktérym in-

sprowadza sie¢ to do rownania

razy wyliczong wartos¢ funkcji f.

strukcja warunkowa szybciej przerywa program przed policzeniem pierwszego wystapienia
funkcji f, mozemy zapisac liczbe wywota¢ funkeji f jako

0, gdy Z2 <2,
[log2 (b_Ta)] , gdy ba 5.

&

Zauwazmy, ze czas wykonania algorytmu zalezy jedynie od wartosci b_Ta, a w przypadku
ustalonej tolerancji, zalezy jedynie od szerokosci przedziatu (a, b).

Funkcja logarytmiczna rosnie bardzo powoli, dlatego liczba krokéw algorytmu jest nie-
wielka. Dla precyzji e = 107, co zostalo wybrane jako warto$¢ domyslna w implementaciji,
liczba krokéw dla réznych szerokosci przedzialu zostala przedstawiona na nastepujacych
ilustracjach.
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czas dziatania przy € =107 czas dziatania przy € = 107°

201

N
%

= -

o v
= - ~N
o [ o

liczba wyliczen funkcji f
liczba wyliczen funkcji f

w
v

o

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 20 40 60 80 100
dtugosc¢ przedziatu (a, b) dtugosc przedziatu (a, b)

Musimy pamigtaé, ze cho¢ metoda zatrzyma si¢ po wskazanym czasie i liczbie krokdw,
zwracajac wynik, jesli zatozenia o funkcji f nie sg spetnione, wynik nie musi by¢ miejscem
zerowym, ale moze by¢ zupelnie inng wartoscig. Zawsze pamietajmy o sprawdzaniu zatozen!

4 Maksimum funkcji

Przejdzmy do badania maksimum funkcji. Podobnie jak przy bisekcji, bedziemy po-
trzebowac dodatkowych zatozen:

1. funkcja f jest ciagla na przedziale [a, b],
2. funkgcja f jest silnie jednomodalna na przedziale [a, b].

Moéwimy, ze funkcja jest silnie jednomodalna, jesli ma na tym przedziale jedno maksimum
lokalne, na lewo od niego jest silnie rosngca a na prawo od niego silnie malejaca.
Rozwazmy przeciecie przedzialu [a, b] na trzy przedziaty

[a,b] = [a,x] U [x, y] U [y, b],

dla pewnych a < x < y < b. Rozwazmy trzy sytuacje

1. maksimum jest w [a, x], wtedy f(x) > f(y) > f(b),

2. maksimum jest w [x, y], wtedy f(a) < f(x)i f(y) > f(b),

3. maksimum jest w [y, b], wtedy f(a) < f(x) < f(y).
Odwracajac te zaleznosci otrzymujemy:

1. Jesli f(x) < f(y), to maksimum lezy w przedziale [x, b],

2. Jesli f(x) = f(y), to maksimum lezy w przedziale [x, y],

3. Jesli f(x) > f(y), to maksimum lezy w przedziale [a, y].
Czesto dla uproszczenia rozwaza si¢ prostsza regule

1. Jesli f(x) < f(y), to maksimum lezy w przedziale [x, b],
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2. Jedli f(x) > f(y), to maksimum lezy w przedziale [a, y].

Wyznaczmy teraz takie punkty x i y wewnatrz [a, b], aby po dokonaniu podziatu i po-
szukiwaniu maksimum w podprzedziale [x, b] lub [a, y], mozna bylo wykorzysta¢ jedna
z juz obliczonych wartosci:

1. jesli maksimum jest w przedziale [a, y], mamy jedng warto$¢ x € [a, y] ktorg mozemy
ponownie wykorzystac,

2. jesli maksimum jest w przedziale [x, b], mamy jedng warto$¢ y € [x, b] ktérg mozemy
ponownie wykorzystac.

Rozwazmy pierwszg sytuacje, czyli x € [a, y]. Niestety punkt ten nie moze pozosta¢ lewym
kraricem nowego podziatu, ale jesli polozymy y' = x, bedziemy mogli znalez¢ nowy podziat
a<x <y <yotakich samych wlasnoéciach, coa < x < y < b. Zauwazmy z proporcji, ze

_y-a_ )y -a
C_b—a_y—a’
czyli
C:y—a:x—a
b-a y-a
Z drugiej strony z symetrii
C:b—x
b-a’
stad
I_C:b—a_b—x:x—a:x—a')/—azc'c:cz
b-a b-a b-a y-a b-a '

Otrzymujemy réwnanie
c+c—-1=0,

ktdére rozwigzemy, sprowadzajac do postaci kanonicznej. Otrzymujemy

(e+3) =3
c+—) ==,
2 4
czyli

P R £
2 2

i ostatecznie
C_i\/§—1
5 .

Jedna z tych wartosci jest ujemna, wigc nie moze by¢ rozwigzaniem réwnania, w ktérym ¢
byto ilorazem diugosci. Wykluczamy to rozwigzanie i pozostaje

V5-1 11
2 2 B
V5-1 2
Stosujac oznaczenie
V541
¢= >




otrzymujemy ¢ = . Dlaczego wyrazamy ¢ za pomocg ¢? ¢ jest znang liczba, tak zwana
zlotg liczbg — mozemy ja znalez¢ w wielu miejscach w przyrodzie i architekturze, a nawet
w proporcjach margineséw w sredniowiecznych manuskryptach.

Wobec tego, dla przedziatu [a, b], wyliczamy punkt y na podstawie rownania

1_r-a
¢ b-a
czyli
b-a
y=a+—.

Z symetrii wyprowadzi¢ mozna réwniez punkt x jako

xzb—b_a.

'

Tak wybrane punkty wewnetrzne gwarantuja nam to, Ze bedziemy mogli wykorzysta¢ po-
nownie jeden z punktéw wewnetrznych podczas szukania maksimum. Poniewaz w metodzie
tej pojawia sie zlota liczba, metode t3 nazywamy metoda ztotego podziatu.
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