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W tym tygodniu zajmiemy si¢ rekurencjami. Zarazem rekurencyjnymi implementacjami
algorytmoéw, jak rowniez rekurencjami w rozumieniu matematycznym. Do dzieta! UwaGa:!
Matematyczne rozwigzywanie rekurencji nie bedzie obowigzywac na kartkéwece.

1 Liczby Fibonacciego

Liczby Fibonacciego, to elementy ciagu Fibonacciego, zdefiniowanego jako

F, =0,
Fl = 1,
F,=F,_,+F,,, gdyn>1.

n

Jest to definicja rekurencyjna, czyli taka, w ktdrej n-ty wyraz ciggu wyrazony jest za pomoca
innych, najczesciej wezesniejszych jego wyrazow.
Jesli wypiszemy kilka pierwszych wyrazéw liczb Fibonacciego, zobaczymy

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...

czyli ciag, w ktérym kazda nastepna liczba jest suma dwdch poprzednich.
Zajmiemy si¢ najpierw matematyczng analizg tego ciagu i potem przejdziemy do imple-
mentacji w Pythonie.

2 Matematyczne rozwiazywanie rekurencji

Zaprezentujemy najpierw technike rozwigzywania takich rekurencji, czyli pozbywania
sie ich i odnajdowania wzoréw ogdlnych na n-ty wyraz ciagu.
Technika, ktéra wykorzystamy, opiera si¢ na funkcji okreslonej wzorem

(o]
G(z) = Z a,z",
n=0

czyli szeregu potegowym. Funkcja G(z) powstala w ten sposéb z ciggu a,, nazywa sie jego
funkcja tworzaca.



Jesli jeszcze nie mieli$cie do czynienia z szeregiem potegowym, mozna mysle¢ o nim
jak o wielomianie stopnia co. Dwa wielomiany sg sobie réwne, wtedy i tylko wtedy, gdy
maja te same wspolczynniki. Oznacza to, ze dla kazdego ciggu g, istnieje tylko jedna
funkcja G(z) okreslona w pewnym tak zwanym ,,promieniu zbieznosci”. Na ten moment
promien ten nie bedzie nas interesowal, ale wiecej na ten temat dowiecie si¢ na kursie
z analizy matematycznej. Nam bedzie potrzebna znajomos¢ jedynie jednego szeregu tego
typu, mianowicie szeregu geometrycznego

Zacznijmy od zapisania funkeji tworzacej dla ciagu Fibonacciego
(o]
G(z) = Z E z".
n=0

Teraz, poniewaz wzor na F, jestinnydlan = 0,n = 1 orazn > 1, wyciagnijmy dwa pierwsze
elementy sumowania

[oe]
G(z) = Fyz’ + Fiz' + ) F2".
n=2
Teraz podstawiamy definicje liczb Fibonacciego, czyli
FO = 0,
Fl = 1,
F,=F,_,+F,,, gdyn>1.

Mamy

(e0] (o] (o]
G(z)=0-1+1-z+ Z(Fn—l +F, )" =z+ z E,_,z"+ Z F, _,z".
n=2 n=2 n=2

Wyciagamy teraz z przed pierwsza suma oraz z> przed druga, aby zréwnaé wyktadnik
z indeksem ciggu. Nastepnie przesuwamy indeksy sumowania.

(o] (o] (o] (00)
G(z)=z+z Z F, 2" ' +2* Z F ,z"%=z+z Z F 2"+ Z* Z E z".
n=2 n=2 n=1 n=0
Zauwazmy teraz, ze poniewaz F, = 0, mozemy zacza¢ pierwszg sume od 0 zamiast od 1
(o] (o]
Giz)=z+z Z Fz"+z* Z Fz".
n=0 n=0
Przypomnijmy sobie, ze
(o]
— n
G(z) = Z E z",
n=0

wobec czego
G(z) = z + zG(z) + 2*G(=2).



Rozwigzujac oznacza to, ze

Gz)-(1-z-2%) =z,
czyli .
G =1
Udalo nam si¢ znalez¢ funkcje tworzacg ciagu Fibonacciego. Teraz, jesli znajdziemy szereg
potegowy zbiezny do tej samej funkeji, jego wyrazy stojace przed znakiem sumowania beda
ciggiem Fibonacciego.

Aby znalez¢ taki cigg, postuzymy sie rozkladem funkcji wymiernej na utamki proste —
na potrzeby tego wykladu przesledzimy szczegdlny przypadek krok po kroku, jednak ogélna
metoda rozkladania na utamki proste bedzie przedstawiona na kursie z algebry. Zacznijmy
od znalezienie miejsc zerowych mianownika

1-z-2°>=0,

stad
A=(-1?-4-(-1)-1=5,
czyli
L _ED-VA V51
L™ 2.(-1)y 2
L, o ED+VA_ 51
2T o2.(-1) 2
Stad

l-z-22=—(z- z2\ )z - z,) = (z2—2z))(z, — 2).
Na podstawie tych obliczen, mozemy stwierdzi¢, ze

Glz) = z _ A 4 B
l-z-22 z-2z, 2z,-2

dla pewnych statych A i B. Sprowadzmy prawg strone do wspolnego mianownika

A B _Alz;—-2z)+B(z-z) Alz;—2)+B(z-2z)

z-2z, 2z,-z  (z-z)(z,-2) l-z-22
Wobec tego
A(zy—z)+B(z -z
G(Z)= V4 _ (2 ) ( 1),
1-z-2? l1-z-22

przy czym poréwnujac liczniki, otrzymujemy réwnanie
z=A(z, - z) + B(z — z}).

Pozwoli to nam znalez¢ warto$ci A i B. Wymnazamy prawg strone i grupujemy tak, aby
uzyskac¢ wielomian zmiennej z

z=(B-A)z+ Az, - Bz,.



Zapisujemy ukltad réwnan

B-A=1,
Z pierwszego rownania wyznaczamy B = A + 1 i wstawiamy do drugiego réwnania.
czyli

A(Zz - Zl) = Zl

1 ostatecznie

Zy=2z L Wl 5o 1-45+1 245
2 2
Poniewaz B= A+ 1, to
B:I_\/g+1=1+\/§.
25 25
Podsumowujac, udato nam si¢ zapisac
1-15 1415
G(z)=Z=A+B=2\/§+2\/§.
l-z-2> z-z z,—z ,_¥51 V51,
2 2

Zacznijmy przeksztalca¢ prawg strone tak, aby sprowadzi¢ utamki do postaci szeregu pote-
gowego. Zacznijmy od

1-15
25
V5-1'
2T
. I . V5-1
Podzielmy licznik i mianownik przez i
1-v5 2 1-45 1
V5 V5-1 245 _ V5
V5-1 2 2 B5-l (2 .
T TV P T 2 L (\/3—1 Z)
Korzystajac z
[oe]
Z a-z" =2
n=0 1-z
mamy
1-v5 1
24/5 _ % :ii( 2 .Z>”:§L< 2 >nzn
il _ (2= =0 V5 \ V5 -1 0 V5 \V5-1
z D 1 <\/§-1 z) =0 V5 \ 5 =0 V5 \ 5
PrzejdZzmy do rozpisania wyrazenia
1+V5
25
) G




Podzielmy licznik i mianownik przez #

1++5 2 1+V5 1
Vs _ -V5-1 25 _ V5
-V5-1 2 -5l 2 (2 Y
= i - R (—\/3—1 Z)
Wykorzystujac wzor na sume szeregu geometrycznego
1+V5 1
s v =§_L<;.Z>"=§_L< 2 )“zn
ﬂ—:Z 1—( E -Z) n=0 \/g _\/g_l n=0 \/g _\/g_l
2 -V5-1
Wykorzystujac te postaci mamy
1-5 1+15
A B 25 25
(=) zZ-2z; 2Z,—-% V5-1 =5l

Il
ipV18

Przypomnijmy, ze wyszlismy od

(o)
G(z) = Z E z",
n=0

wiec poréwnujac szeregi mamy

G Cem) e v )

Zauwazmy, ze wykorzystujac ztota liczbe

_1+45
¢ 5
mozemy wzor na F, zapisac jako
1’1_1_ n
Eo? ( <p)’
V5
poniewaz
2 2 1+V5 _20+v5) 1445
Vi-1 v5-1 1++5  5-1 2
oraz
2 2 -\/5_1—2(\/5_1)—1_\/5—1—1“@—1—@
~V5-1 —V5-1 +5-1  1-5 2 2 '



3 Nierekurencyjna postac liczb Fibonacciego
W poprzedniej sekcji rozwigzalismy rekurencje definiujaca ciagg Fibonacciego

F, =0,
Fl = 1,
F,=F,,+F,,, gdyn>1.

jako ) )
R L=y
V5
gdzie ¢ to zlota liczba, czyli
_1+45
=—F

Jest to tak zwany wzor Bineta.

Niestety po wpisaniu wzoru do Pythona przez bledy zaokraglen typu zmiennoprze-
cinkowego i niewymierno$¢ zlotej liczby, wartosci liczb Fibonacciego wyznaczonych za
pomoca wzoru Bineta nie beda liczbami catkowitymi.

Zauwazmy, Ze

’(l—cp)”
\5

Jak to pokaza¢? Zauwazamy, ze |1 — ¢| < 1, wiec

1
< -
2

(1:/?” | maleje ze wzgledu na n. Wobec

tego, wystarczy, aby nieréwnosc¢ byta prawdziwa dla n = 0. Mamy

L1

—<
V5 V4
co w polaczeniu z obserwacja o monotonicznosci ze wzgledu na n konczy uzasadnienie
nieréwnosci. Stad

1

b

o9 -0 9" -9 9" 1
" V5 V55 A5 2T
gdzie
1 (-9
n 2 \/g
1 poniewaz
(1—<p)”e<_1 1)
NG 5 )
to
g, €(0,1).

Poniewaz F, jest liczba calkowitg ie, € (0,1), to

n

Fn—1<¢——%<Fn

V5



co pozwala zapisa¢ wzor

n n n
F - [‘P__lw _ [‘P__lJH: [‘P_+1J_
V5 2 V5 2 V5 2
Wzér ten po wprowadzeniu do Pythona zapiszemy nastepujaco

import math

def fib wzdr(n):
return int(((math.sqrt(5)+1)/2)**n/math.sqrt(5) + 0.5)

Jest to bardzo szybki algorytm, niestety daje prawidlowe rezultaty jedynie dla n < 70,
poniewaz dla wigkszych liczb zaokraglenia wynikajace z zastosowania liczb zmiennoprze-
cinkowych akumulujg si¢ i s3 w sumie wigksze niz 1, zatem zaokraglanie w dot przestaje
dziala¢'. Dla wiekszych wartosci n musimy poszukaé innego rozwigzania.

4 Implementacja rekurencyjna

W programowaniu w Pythonie wewnatrz definicji funkcji mozemy z niej od razu
skorzysta¢. Technika ta, tak samo jak w matematyce, nazywa sie rekurencjg. Wzor

F,=0,
F =1,
F,=F,_,+F,,, gdyn>1.
implementujemy jako
def fib rekurencja(n):
if n < 2:

return n
return fib_rekurencja(n-1) + fib_rekurencja(n-2)

Implementacja ta jest poprawna i wydaje sie najbardziej naturalng implementacja wzoru
zadanego rekurencyjnie. Jeste$my jedynie ograniczeni wielkoscig stosu, wigec powinni$my
by¢ w stanie policzy¢ liczby Fibonacciego az do 3000 wyrazu ciggu (dla domyslnej wielkosci
stosu w Jupyter Notebook).

Niestety, jesli zaczniemy wylicza¢ czas dzialania algorytmu, zobaczymy nastepujace

rezultaty.

n | czas

o | 151ns
1 151ns
5 | 1.64us
15 | 219us
20 | 2.45ms
33 | 1.2s

'Liczba 70 zostata znaleziona eksperymentalnie przez poréwnanie z inng implementacjg w petli.



Czas oczywiscie moze by¢ nieznacznie inny na kazdym komputerze. Wida¢, ze co$ jest nie
tak — czas wykonania algorytmu ro$nie bardzo szybko.

4.1 Analiza czasu dzialania algorytmu

Zastanowmy sie, ile razy wywolywana jest funkcja fib_rekurencja, gdy ktos wpisze
fib_rekurencja(n). Jesli n < 2, bedzie tylko jedno wywolanie (to, ktére wykonat uzytkow-
nik). Jesli n > 2, bedzie to 1 plus liczba wywotan dla n — 1 oraz n — 2. Wobec tego liczbe
wywolan funkcji mozemy zapisa¢ wzorem rekurencyjnym. Oznaczmy ja N,,.

NO = 1,
Nl = 1,
N,=1+N,_+N,,, gdyn>1

Wzdr ten przypomina definicje liczb Fibonacciego. Mozemy matematycznie rozwigzac te
rekurencje w sposob analogiczny jak dla liczb Fibonacciego i uzyska¢ posta¢

NVl = 2Fn+1 - 1.
Poniewaz ;
F~2
V5
otrzymujemy
~ N n+l .
N,=2F,, ,-1= NG x Q.

Oznacza to, ze N,, jest w przyblizeniu proporcjonalne do ¢”, przy czym wartos¢ ta rosnie
bardzo szybko.

Problem polega na tym, Ze niektére wartosci funkcji fib_rekurencja obliczane sg wiele
razy. Na przyklad, aby policzy¢ fib_rekurencja(4) potrzeba wartosci w 3 i 2. Do obliczenia
fib_rekurencja(3), potrzeba wartosci w 2 i 1. Juz na tym etapie, fib_rekurencja(2) obli-
czana jest dwukrotnie. Problem mozemy rozwigza¢, stosujac zapamigtywanie wynikow
cze$ciowych. Mozna na przyklad zastosowac dekorator 1ru_cache z biblioteki functools.

from functools import lru cache

@lru_cache
def fib _rekurencja(n):
ifn < 2:
return n
return fib_rekurencja(n-1) + fib rekurencja(n-2)

Zastosowanie tego dekoratora rozwigzuje nasz problem i powoduje, ze wyniki skltadowe
s zapamietywane i nie sg liczone dwukrotnie.

Niestety, wcigz nie rozwigzuje to problemu rosngcego stosu, co uniemozliwia nam
obliczenie duzych liczb Fibonacciego.



5 Implementacja iteracyjna

Pamigtajac o tym, ze kazda kolejna liczba Fibonacciego to suma dwoch poprzednich,
mozemy zaimplementowac algorytm iteracyjny obliczajacy liczby F, w kolejnosci od naj-
mniejszej az trafimy na poszukiwang.

def fib_iteracyjnie(n):
if n<=1:
return n
a, b=o0, 1
while n > 1:
a, b =b, atb
n-=1
return b

Zachecam, aby przeanalizowa¢ dzialanie tego programu na stronie PythonTutor?. Jako
¢wiczenie proponuje rowniez zmierzy¢ czas wykonania algorytmu i poréwnac go z réznymi
innymi implementacjami.

6 Polaczenie algorytmow

Podczas analizy czasu okaze sig, ze najszybszy jest algorytm fib_wzér, zaraz potem
fib_iteracyjnie i na koncu fib_rekurencja. Niestety, fib_wzor nie dziala dla wszystkich n.
Co mozemy zrobi¢? Mozemy polaczy¢ dwa najszybsze algorytmy w jeden jeszcze lepszy.

import math

def fib(n):
golden = (math.sqrt(5)+1)/2
if n <= 70:

return int(golden**n/math.sqrt(5) + 0.5)
golden69 = golden**69/math.sqrt(5)
a, b = int(golden69+0.5), int(golden69*golden+0.5)

while n > 70:
a, b =b, atbh
n-=1
return b

Algorytm ten dla n < 70 wykorzystuje obliczony wzdr, natomiast dla wigkszych wartosci
korzysta ze wzoru iteracyjnego, zaczynajac od wyliczonych wzorem Fq oraz F,, — dwoch
najwiekszych liczb Fibonacciego dla, ktérych dziata wzdr oparty o wzér Bineta.

*http://pythontutor.com/visualize.html


http://pythontutor.com/visualize.html

Dla liczb n < 70 wzdr ten jest tak samo szybki jak wersja fib_wzér, natomiast dla
wigkszych n, bedzie szybszy niz fib_iteracyjnie, poniewaz nie musi wykonywac 70 przejs¢
petli. Na przykfad F, 4, jest dwukrotnie szybsze w implementacji fib niz fib_iteracyjnie,
a wciaz otrzymujemy poprawny wynik dla kazdego n.

Algorytmy takie, ktore posiadaja w sobie kilka réznych podejs¢ do rozwiazania problemu
i dobierajg podejscie zaleznie od argumentéw, nazywamy algorytmami adaptacyjnymi.

7 Jeszcze lepszy algorytm

Mozna pomysle¢, ze wersje iteracyjne sg szybsze od rekurencyjnych, poniewaz tak
nam wyszlo tym razem. Warto jednak podkresli¢, ze uzyskany algorytm jest najszybszym
z rozwazanych, ale nie najszybszym znanym. O réwnaniu rekurencyjnym prawdziwym
dla liczb Fibonacciego mozna przeczyta¢ w artykule ,,In honour of Fibonacci” autorstwa
E. W. Dijkstry>. Polaczenie implementacji wzorem dla n < 70 oraz wzoru z artykutu
zaimplementowanego rekurencyjnie z zapamigtywaniem czg¢sciowych wynikéw pozwala na
uzyskanie btyskawicznej implementacji (cho¢ wciaz nie gwarantujemy, ze nie da si¢ lepiej!).

import math
from functools import lru cache

@lru_cache
def fib2(n):
if n <= 70:
return int(((math.sqrt(5)+1)/2)**n/math.sqrt(5) + 0.5)
else:
i = (-1)//2
fib_j = fib2(3j)
fib j1 = fib2(j+1)
if n%2 == 0:
return (2*fib_j+fib_j1)*fib j1
else:
return fib_j*fib j + fib j1*fib j1

Sprobuj poréwnac te implementacje z innymi do tej pory przeanalizowanymi. Sprawdz,
ze daje te same wyniki co pozostate przykladowe implementacje i zmierz czas wykona-
nia algorytmu. Przesledz zapiski w artykule i zwrd¢ uwage na réznice pomiedzy tamta
implementacja a przedstawiong tutaj, w szczegdlnosci na numeracje liczb Fibonacciego.

8 Podsumowanie

W niniejszym dokumencie przesledzilismy proces powstawania mozliwej implementa-
cji rekurencyjnego wzoru matematycznego. Pokazalismy réwniez, jak badanie wlasnosci

*https://www.cs.utexas.edu/users/EWD/ewd06xx/EWD654 . PDF
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algorytméw pozwala nam wybra¢ najszybszy program zaleznie do sytuacji oraz jak kre-
atywnie wykorzysta¢ kilka szybkich i dopracowanych implementacji, by potaczy¢ je w jedna
jeszcze lepsza. Pokazuje to, ze naklad pracy wlozony w analiz¢ i przygotowanie algorytmu,
zwraca si¢ nam, gdy uzyskamy co$ znacznie szybszego, niz naiwna implementacja.
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