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W obecnym bloku materiatu po wykladzie zajmiemy sie podzielnoscig, algorytmem
Euklidesa, rozszerzonym algorytmem Euklidesa oraz réwnaniem diofantycznym liniowym.
Dowiemy sie tez, jak wydac 500 zI na herbate.

1 Najwiekszy wspolny dzielnik: algorytm naiwny

Do sprawdzenia najwigkszego wspolnego dzielnika moze postuzy¢ sprawdzanie reszty
z dzielenia. Najwigkszy wspodlny dzielnik liczb a i b bedziemy oznaczaé przez ged{a, b} od
angielskiego greatest common divisor. Mozna zobaczy¢, ze

1 < ged{a, b} < min{a, b}.

Lewa strona nierdwnosci wynika z tego, ze dla liczb naturalnych a i b, jedynka zawsze
jest ich wspolnym dzielnikiem. Prawa strona nieréwnosci moze by¢ wyttumaczona w ten
sposab, ze aby co$ bylo dzielnikiem liczby, nie moze by¢ od niej wiecksze. Oznacza to, ze
wspdlny dzielnik dwoch liczb, musi by¢ dzielnikiem kazdej z nich, czyli musi by¢ mniejszy
badz réwny od ich minimum.

Poszuka¢ najwigkszego wspolnego dzielnika mozemy zatem za pomoca petli idacej od
min{a, b} do 1.

def gcd loop(a, b):
for n in range(min(a, b), 1, -1):
if a%n==0 and b%n==0:
return n
return 1

W przypadku pesymistycznym, gdy liczby a i b s wzglednie pierwsze, czyli gcd{a, b} = 1,
petla sprawdzi wszystkie wartosci od min{a, b} do 2, po czym zwrdci 1. Oznacza to, ze
w najgorszym wypadku algorytm wykona w przyblizeniu min{a, b} krokéw.



2 Najwiekszy wspolny dzielnik: algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa jest innym algorytmem stuzacym do wyznaczania najwicksze-
go wspdlnego dzielnika dwdch liczb naturalnych, znanym od ponad 2300 lat'. Algorytm
okreslony jest rekurencyjnie w nastepujacy sposob,

gcd{a, 0} = a,
gcd{a, b} = gcd{b,amod b}, gdyb >0,

gdzie a mod b to reszta z dzielenia a przez b.

Dowdd. Przedstawimy teraz dowdd algorytmu Euklidesa. Wykorzystamy indukcje ze wzgle-
du na druga zmienng funkcji ged.

Warunek poczatkowy. Warunek gcd{a, 0} = a jest spelniony, poniewaz kazda liczba dzieli
zero, czyli wszystkie dzielniki liczby a sg tez dzielnikami 0. Wobec tego najwigkszy dzielnik
liczby a jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem a i 0, stad a jest najwigkszym wspdlnym
dzielnikiem a i 0.

Zalozenie indukcyjne. Zal6ézmy teraz, ze algorytm Euklidesa dziala dla ged{x, y}, gdzie
0<y<b.

Krok indukcyjny. Pokazemy, ze algorytm Euklidesa dziala dla gcd{a, b}. Pokazemy, ze
gcd{a, b} = gcd{b, a mod b}, co poniewaz a mod b < b z zalozenia indukcyjnego zagwaran-
tuje nam teze.

Zauwazmy, ze b # 0, zatem istnieje g € Z takie, ze

a=gb+amodb.

Warto$¢ g jest w powyzszym réwnaniu wynikiem dzielenia catkowitego a przez b.
Poniewaz gcd{a, b} dzieli a i dzieli b (jest wspdlnym dzielnikiem), gcd{a, b} dzieli row-
niez a mod b, poniewaz

amodb=a-qgb

i g jest catkowite. Oznacza to, ze gcd{a, b} dzieli b (poniewaz jest wspdlnym dzielnikiem
aib) oraz dzieli a mod b (co pokazaliSmy powyzej), czyli jest wspdlnym dzielnikiem liczb
biamodb, cho¢ niekoniecznie ich najwigkszym wspdlnym dzielnikiem. Wobec tego

gcd{a, b} < ged{b, amod b}.

Spdjrzmy teraz na gcd{b, a mod b}. Liczba ta dzieli b i dzieli a mod b, zatem dzieli row-
nieza = gb+a mod b. Poniewaz gcd{b, a mod b} dzieli bi dzieli a, jest wspolnym dzielnikiem
aib, cho¢ niekoniecznie ich najwigkszym wspolnym dzielnikiem. Wobec tego

gcd{b,a mod b} < ged{a, b}.

'Euklides opisal ten algorytm w ksiedze VII (stwierdzenie 3) i ksiedze X (stwierdze-
nie 4) swoich ,Elementéw” ,Elementy” Euklidesa mozna przeczyta¢ online na stronie
http://alepho.clarku.edu/~djoyce/elements/elements.html. Jest to jeden z najstarszych podreczni-
kow do matematyki.


http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/elements/elements.html

Pokazalismy, ze
gcd{a, b} < ged{b, amod b} < ged{a, b},

zatem musi zachodzi¢
gcdia, b} = gcd{b,a mod b}.

Pokazali$my, ze
gcd{a, b} = ged{b, a mod b}.

Wiemy réwniez, ze a mod b < b, zatem z zalozenia indukcyjnego, prawa strona powyzszej
réwnosci jest prawidlowym sposobem wyznaczania najwickszego wspélnego dzielnika.
W polaczeniu z warunkiem poczatkowym ged{a, 0} = a, konczy to dowdd. O]

Postaramy sie teraz przeanalizowac liczbe krokéw algorytmu, aby wiedzie¢, czy optaca
sie stosowac algorytm Euklidesa w poréwnaniu z naiwnym algorytmem z poprzedniego
podrozdzialu, ktory trwal mniej niz min{a, b} krokow.

Zauwazmy, ze po jednym kroku algorytmu, mamy zagwarantowane to, ze pierwszy
argument funkcji jest ostro wigkszy od drugiego, poniewaz mamy gcd{b, a mod b} oraz
z definicji reszty z dzielenia 0 < amod b < b. Oznacza to, ze jesli uruchomimy funkcje ged
z pierwszym argumentem ponizej drugiego, funkcja ,,skoryguje to” juz w jednym kroku,
w szczego6lnosci, jedli a < b, to

gcd{a, b} = gcd{b,a mod b} = gcdib, a}.

Wobec tego w obliczeniach liczby krokéw bedziemy zaktada¢, ze a > b, poniewaz gdy to
réwnanie nie jest spelnione, to dodajemy co najwyzej jeden krok.

Twierdzenie 1 (twierdzenie Lamyégo). Niech n bedzie liczbg krokéw wykonang przez algo-
rytm Euklidesa obliczajgcy gcd{a, b} dlaa > b. Wtedy b > F,,,, gdzie F, ., jest n + 1 liczbg
Fibonacciego.

Dowdd. Zauwazmy, ze algorytm Euklidesa wykonujacy #n krokéw wylicza pary (ay, by)
zaczynajac od (a,,,b,) i schodzac do (a,, b,). O ciagach a i b, wiemy, zea, = a,b, = b,
ai_, = b, oraz by_; = a; mod b;.. Poniewaz algorytm wykonal n krokéw, czyli krok 0 jest
ostatnim krokiem, to b, = 0 oraz a, = gcd{a, b}. Z zalozenia a > b mamy, ze dla kazdego
k =0,...,n,zachodzi g, > b;.

Udowodnimy najpierw nieréwnos¢

by 2 by + by

Z definicji ewolucji wyrazéw ciagu, mamy a, = by, oraz b,_, = a; mod b;.. Laczac te dwa
takty uzyskujemy b,_, = b;,; modb,. Wobec tego, skoro b,_, jest reszta z dzielenia by, ,
przez by, to rozpisujac by, dla pewnego p > 1 (bedacego wynikiem dzielenia calkowitego
by.1 przez by,) zachodzi

bsr = Py + by
Stad, poniewaz p > 1,

b = b+ by

Wykonajmy teraz indukcje ze wzgledu na liczbe krokéw algorytmu, czyli n.



Warunek poczatkowy. Jesli algorytm konczy si¢ w jednym kroku, oznacza to, ze b > 0,
zatem najmniejsza liczba b spelniajaca t¢ nieréwno$¢ to F, = 1. Wobec tego, dlan = 1
mamy b, > F,_,, co jest zgodne z twierdzeniem.

Zalozenie indukcyjne. Zalézmy, ze b, > F) dlak < n.

Krok indukcyjny. Z udowodnionej nieréwnosci
bn Z bn—l + bn—Z'

Z zalozenia indukcyjnego b, , > F, oraz b, , > F,_,. W polaczeniu z definicjg liczb
Fibonacciego,
b=»b

nzbn—l+bn—2>Fn+Fn—l =F

n+1>

co konczy dowod. ]

Korzystajac z postaci nierekurencyjnej liczb Fibonacciego, mamy
n+1
a>bzF, = {—(P +1J,
V52

co przeklada si¢ na

gdzie

(P =
Aby oszacowac liczbe krokéw, musimy odnalez¢ najmniejsze n spelniajace powyzsza nie-
réwnos¢. Oszacowaniem tej liczby bedzie n spetniajace

n+l

P
V5

min{a, b} =

b

czyli
n= log(P (\/gmin{a, b}) - 1.

Zalézmy teraz, ze a i b s3 dowolne. Poniewaz wtedy gdy a < b musimy wykonac jeden
dodatkowy krok, aby zachodzilo a > b, to dobrym oszacowaniem wydaje si¢ wartos¢

n= log(P (\/gmin{a, b}) .

Oznacza to, ze algorytm Euklidesa jest bardzo szybkim algorytmem, wykonujacym jedynie
logarytmiczng liczbe krokéw i w dodatku logarytmiczng liczbe od mniejszej z dwdch
wartos$ciaib.

Prosty algorytm iteracyjny w przypadku pesymistycznym do obliczenia

gcd{1024, 57390571},
wykona 1024 kroki, podczas gdy algorytm Euklidesa wykona okoto
n = log, (\/§ 1024) = 16

krokéw, czyli bedzie okolo 64 razy szybszy.



3 Rownanie diofantyczne liniowe
Réwnanie diofantyczne liniowe to réwnanie
ax+by=c

dla ustalonych liczb calkowitych a, b, ¢, dla ktérych a i b nie sg jednoczesnie zerem. Réwnanie
to rozwigzujemy w liczbach calkowitych, czyli szukamy liczb catkowitych x, y spelniajacych
powyzsze rownanie (réwnanie to nie stanowi problemu w liczbach rzeczywistych).

3.1 Istnienie rozwigzania

W liczbach catkowitych réwnanie to nie zawsze ma rozwigzanie. Okazuje sig, ze row-
nanie diofantyczne liniowe ax + by = ¢ ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy gcd{a, b}
dzieli c. Udowodnimy to w twierdzeniu poprzedzonym dwoma lematami.

Lemat 1. Liczby catkowite a i b sq wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy
dx,yeZ: ax+by=1.

Dowéd. Udowodnimy dwie implikacje.

Zacznijmy od = . Zaldézmy, ze liczby calkowite a i b sg wzglednie pierwsze. Wtedy
z definicji tego, Ze liczby te s3 wzglednie pierwsze, ich najwigkszy wspoélny dzielnik to 1. Co
wiecej, aby w ogole méwic o liczbach wzglednie pierwszych, cho¢ jedna z nich musi by¢
niezerowa.

Niech S = {ax+by: x, y € Z}. Chcemy pokazac, ze 1 nalezy do S, co zagwarantuje nam
tezg. W tym celu pokazemy najpierw, ze w zbiorze S istnieje cho¢ jedna liczba dodatnia. Jest
tak, poniewaz a’+b* € Sicho¢ jednazliczb a oraz b jest dodatnia, wiec aa+bb = a’+b* > 0.
Poniewaz w zbiorze S istnieje cho¢ jedna liczba dodatnia, istnieje w nim najmniejsza liczba
dodatnia. Nazwijmy ja d. Wystarczy sprawdzi¢, ze d = 1. Poniewaz d € S, istnieja x i y
takie, ze d = ax + by.

Pokazemy teraz, ze d jest wspolnym dzielnikiem a i b. Podzielmy najpierw a przez d
z reszta. Mamy

a:d=gqreszutyr,

dla pewnego r spelniajacego 0 < r < d. Innymi stowy, mozemy zapisac¢
a=dq+r.

Wtedy
r=a-dgq=a-(ax+by)q=a(l-xq) +b(-yq) €S.

Skoro r € S ale d wybralismy tak, aby byto najmniejszym elementem dodatnim zbioru S, to
z nieréwnosci 0 < v < d mamy r = 0. Wobec tego a = dgq, czyli d dzieli a.
Podzielmy teraz b przez d z reszty. Mamy

b:d= presztys,



dla pewnego s spelniajacego 0 < s < d. Innymi stowy, mozemy zapisa¢
b=dp+s.

Wtedy
s=b-dp=b-(ax+by)p=a(-xp) +b(1 - yp) €S.

Skoro s € § ale d wybralismy tak, aby bylo najmniejszym elementem dodatnim zbioru S, to
z nieré6wnosci 0 < s < d mamy s = 0. Wobec tego b = dp, czyli d dzieli b.

Pokazalis$my, ze d jest dzielnikiem liczb a oraz b, jest wiec ich wspdlnym dzielnikiem.
Z zalozenia, ze a i b s3 wzglednie pierwsze, wiemy, ze najwigkszym wspdlnym dzielnikiem
tych liczb jest 1, wigc d = 1. PokazalisSmy wiec, ze ax + by = d = 1, czyli istniej takie x i y,
ze ax + by = 1. Tym samym pokazali§my pierwsze wynikanie.

Przejdzmy teraz do dowodu w drugg stron¢ = . Zaldzmy, ze istniejg liczby x i y
catkowite takie, Ze ax + by = 1. Niech d bedzie dzielnikiem a i b. Wobec tego, d dzieli
ax + by, czyli d dzieli 1. Skoro tak, to d = £1. Skoro dowolny dzielnik liczb a i b wynosi
+1, to najwiekszy wspolny dzielnik liczb a i b jest réwny 1. Oznacza to, ze liczby a i b sa
wzglednie pierwsze, co mieliSmy pokazac. O]

Lemat 2 (Tozsamos¢ Bézouta). Dla kazdych catkowitych liczb a i b, ktére nie sq jednoczesnie
zerem, istniejq liczby catkowite x i y takie, Ze

ax + by = gcd{a, b}.

Dowdd. Poniewaz gcd{a, b} jest najwigkszym wspdlnym dzielnikiem liczb a i b, dzieli kazda
z nich bez reszty. Oznacza to, ze liczby

a _ b
ecdia b} 17 gedia by

p:

s3 liczbami catkowitymi. Dodatkowo, p i g sa wzglednie pierwsze. Gdyby nie byly wzglednie
pierwsze, gcd{p,q} > 1, wiec liczba gcd{p, g} - gcd{a,b} > gcd{a, b} bylaby wspolnym
dzielnikiem liczb a i b, co przeczyloby temu, ze gcd{a, b} jest najwigkszym wspdlnym
dzielnikiem liczb a i b.

Zastosujmy lemat 1 do wzglednie pierwszych liczb p i . Na jego podstawie wiemy, Ze
istnieja liczby calkowite x i y takie, ze px + qy = 1. Wstawmy teraz definicje liczb pig

a_ b,
ecdia, b} gedia b} 0

Mnozjc stronami przez ged{a, b} otrzymujemy
ax + by = gcd{a, b},
co konczy dowod. O

Twierdzenie 2. Dla dwéch liczb catkowitych a i b, ktore nie sq jednoczesnie réwne zero, i liczby
catkowitej c, rownanie diofantyczne liniowe ax + by = ¢ ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy,
gdy gcd{a, b} dzieli c. Innymi stowy

gcd{a, by dzielic & 3x,y€Z: ax+by=c.
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Dowdd. Udowodnimy dwie implikacje.

Zacznijmy od = . Niech d = gcd{a, b}. Wtedy fakt, ze d dzieli c oznacza, ze istnieje
liczba m € Z taka, ze ¢ = md.

Z tozsamosci Bézouta (lemat 2) wiemy, ze istnieja liczby catkowite x i y takie, ze
ax + by = d. Mamy zatem

¢ =md =m(ax + by) = (mx)a + (my)b.

Stad istnieja liczby catkowite p = mx oraz q = my takie, ze ¢ = pa + gb, co jest nasza teza.

Przejdzmy teraz do dowodu w drugg stron¢ &= . Zalézmy, Ze istniejg takie liczby
catkowite x i y, Ze ax + by = c. Oczywiscie, poniewaz gcd{a, b} dzieli a i dzieli b, to gcd{a, b}
dzieliax+by. Ale poniewaz ax+by = c, to réwniez gcd{a, b} dzieli ¢, co konczy dowod. [

3.2 Metoda rozwigzywania

Aby rozwigzac réwnanie ax + by = ¢, w pierwszej kolejnosci sprawdzamy, czy rownanie
ma rozwiazanie, czyli czy gcd{a, b} dzieli c. Jedli tak, dzielimy stronami przez gcd{a, b}
otrzymujac
@ e -
gcd{a, b} gcd{a, b} gcd{a, b}

Wprowadzmy oznaczenia

3 a 3 b
P=cdmey 17 gdat)

Oczywiscie p i q s3 wzglednie pierwsze i nasze réwnanie przyjmuje postac

c
+qy = .
PXTay = dia,b)
Aby rozwigza¢ to rownanie, rozwigzujemy réwnanie
px' +q y’ =1

uzyskujac liczby catkowite x oraz y' spelniajace to réwnanie (liczby takie zawsze istnieja

z lematu 1). Majac juz x oraz y’, mnozymy poprzednie réwnanie stronami przez " dfa,b}
otrzymujac

x'c ‘g Yy c _ c
gcd{a, b} gcd{a, b}  gcdia, b}

Przypomnijmy, Ze rozwigzanie réwnania ax + by = c spelnialo tez réwnanie

p .

C
PXray =
Oznacza to, ze ,
x = x'c _ yc
ecdia, b}’ 7 ged{a, b}

s rozwigzaniem wyj$ciowego rownania diofantycznego.




Zwr6¢émy uwage, ze rownanie
! !
px +qy =1,
mozemy pomnozy¢ stronami przez gcd{a, b} uzyskujac rownowazne réwnanie
! !
ax +by =gcd{a, b},

co nazywamy tozsamoscig Bézouta (patrz lemat 2). Wobec tego najwazniejszym typem
réwnan diofantycznych liniowych, jakie musimy si¢ nauczy¢ rozwigzywac, s te w postaci
tozsamosci Bézouta.

Réwnania takie rozwigzujemy za pomoca rozszerzonego algorytmu Euklidesa.

4 Rozszerzony algorytm Euklidesa

Rozszerzony algorytm Euklidesa jest algorytmem rekurencyjnym, ktéry wylicza naj-
wigkszy wspolny dzielnik gcd{a, b} oraz przy okazji znajduje jedno z mozliwych rozwigzan
tozsamosci Bézouta ax + by = gcd{a, b}. Przebiega on nastepujaco:

1. dlab = 0 réwnanie ax + by = gcd{a, b} ma rozwigzanie x = 1, y = 0 i dodatkowo
gcdia, b} = a,

2. dlab # 0 rozwigzujemy réwnanie bx +(amodb)y = ged{b,amod b}. Wtedy x = y'
iy=x - [%J y' i dodatkowo ged{a, b} = gcd{b, a mod b}.

Dowdéd. Poprawnos¢ algorytmu udowodnimy indukcyjnie ze wzgledu na b.

Warunek poczatkowy. Dla b = 0, réwnanie
ax + by = gcd{a, b},

przyjmuje postac
ax = a,

poniewaz gcd{a, 0} = a (patrz dowdd zwyklego algorytmu Euklidesa). Oznacza to, ze x = 1
a y moze by¢ dowolny. Poniewaz algorytm szuka jednego z mozliwych rozwigzan, mozemy

przyjac y = 0.

Zalozenie indukcyjne. Zalézmy, Ze algorytm dziala dla réwnan ax + ty = gcd{a, t} przy
t<b.

Krok indukcyjny. Z zalozenia indukcyjnego potrafimy rozwigza¢ réwnanie
gcd{b,amod b} = bx' + (amodb)y’
Zauwazmy, ze z algorytmu Euklidesa (patrz dowod zwyklego algorytmu Euklidesa) mamy

gcd{a, b} = gcd{b,a mod b},
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stad
ax + by = gcd{a, b} = gcd{b,amod b} = bx' + (amod b)y,,

przy czym x iy wyznaczyliémy z zatozenia indukcyjnego. Pozbywajac sie najwiekszego
wspodlnego dzielnika ze $rodka réwnan, uzyskujemy

ax +by =bx + (amodb)y .

Zauwazmy, ze amod b = a — [%J b, czyli

ax +by =bx +<a— {%J b)y'.

Wymnoézmy nawias po prawej stronie i pogrupujmy tak, aby a i b wystepowaly w jednym
miejscu

bx + <a— {%J b)y' =bx +ay —bl%Jy' =ay +b<x’ - {gJ y/>.
Podsumowujac
ax+by=ay’+b<x’ - [%Jy’>,
co aby uzyska¢ rownanie prawdziwe dla wszystkich a i b, oznacza

!

! a i
oot e [a
co nalezato pokazac. ]

Zaimplementujmy rozszerzony algorytm Euklidesa. Bedzie on zwracal tréjke liczb —
gcd{a, b}, x, y — spelniajacych ax + by = gcd{a, b}.

def xgcd(a, b):
if b==0:
return (a, 1, 0)
else:
(gcd, x_prim, y prim) = xgcd(b, a%b)
return (gcd, y prim, x_prim-a//b*y prim)

Jesli program ten uruchomimy dla argumentéw xgcd(8, 12) otrzymamy odpowiedz (4, -1, 1)
co oznacza, ze gcd{8, 12} = 4, x = -1, y = 1. Podstawiajac do réwnania ax + by = gcd{a, b}
otrzymujemy rownanie

8- (=1)+12-(1) = 4,

ktore fatwo pokazad, ze jest prawdziwe.



5 Przyklad réwnania diofantycznego
Rozwigzmy w liczbach catkowitych réwnanie
18x + 16y = 500.

gcd{18, 16} = 2 dzieli 500, wigc rownanie ma rozwigzanie. Rozwigzmy najpierw tozsamos¢
Bézoutadlaa =18ib =16
18x + 16y = 2.

Stosujemy rozszerzony algorytm Euklidesa. amodb = 18 mod 16 = 2, wi¢c szukamy
rozwigzania rownania
16x +2y" =2.

Aby rozwigza¢ to réwnanie, znéw stosujemy krok algorytmu Euklidesa. Poniewaz zachodzi
16 mod 2 = 0, musimy rozwigza¢ rownanie

2x +0y" =2.

Stadx" =1,y =0.Mamy tez

2

Stad

xl_ !I_l I_x!!_\‘EJ !!_0_1.1__1

Y Y le6l” :
SprawdZzmy réwnanie
18x + 16y = 2.
Podstawiamy x =1, y’ = —11iotrzymujemy
18-16 =2,

czyli rownanie prawdziwe. Teraz mnozymy réwnanie stronami przez 5;& = 250 otrzymujac
18 - (250x") + 16 - (250y) = 500.

Podstawiajac x = 250x =250 i y =250 y’ = —250 otrzymujemy rozwigzanie wyjsciowego
réwnania
18x + 16y = 500.

6 Rozwiazanie ogolne réwnania diofantycznego

Twierdzenie 3. Jesli diofantyczne rownanie liniowe ma jedno rozwigzanie, ma nieskoriczenie
wiele rozwigzan. Jesli x i y rozwigzujg rownanie ax + by = c, to

X=X+ k, dlak e Z

_b g2 .
ecdla, b} 0 %77 ged{a, b}

rowniez sq rozwigzaniem tego rownania.

10



Dowodd. Zaléimy, ze x i y sa takie, ze ax + by = c. Sprawdzmy, czy réwnanie to jest
prawdziwe dla ax; + by, = c. Podstawmy

b a
by, = — 7 k)+b(y-—L k)=
A+ O “<“gcd{a,b} >+ <y scdla, b} )

ab ba
= —k+by-——— k=
Pt sedian) YT gedla b}
=ax+by+%-k=ax+by+0~k=
=ax+by=c.

a_; b
ged{a,b} = gedia,b}
calkowitymi. Pokazali$my zatem, ze sa catkowitymi rozwigzaniami wyj$ciowego réwnania,

Dodatkowo, poniewaz s3 liczbami catkowitymi, réwniez x; i y; s liczbami

s3 zatem rozwigzaniami réwnania diofantycznego liniowego ax + by = c. ]
Wré¢émy do réwnania z poprzedniego przykladu
18x + 16y = 500.

Jedno z rozwigzan to x = 250, y = —250, zatem rozwigzanie ogolne jest postaci
xk=250+§-k, yk:—250—%8-k, dlak ¢ Z,

czyli
X, =250+ 8k, y, =-250 - 9k, dlak € Z.

Sprébujmy teraz odpowiedzie¢ na pytanie, ile rozwigzan ma réwnanie 18x + 16y = 500
w liczbach naturalnych, czyli dla x, y > 0.

Musi zachodzi¢ jednoczesnie 250 + 8k > 0 oraz —250 — 9k > 0. Przeksztal¢my te
nieréwnosci do nieréwnosdci dla k:

k > ﬂ’ k < ﬂ
8 9
Oznacza to, ze
-250 <k< —250’
8 9

czyli
-31,25 < k < -27,(7).

Poniewaz k musi by¢ liczba calkowita, to
-31 <k<-28.

Oznacza to, ze istnieja jedynie 4 rozwigzania naturalne, dla k = —28, -29, -30, —=31. Wszyst-
kie znajduja sie w tabeli ponize;j.

k X ¥
—28 | 250 +8-(-28) =26 | —-250-9-(-28) =2
~29 | 250 + 8- (=29) = 18 | =250 — 9+ (=29) = 11
~30 | 250 + 8- (=30) = 10 | =250 — 9 - (=30) = 20
-31| 250+8-(-31)=2 | =250-9-(-31) =29
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7 Zastosowanie wynikow

Zalozmy, ze w jednym ze sklepdw trwa noworoczna promocja na herbaty. Mamy bon
o wartosci 500 z1, ktéry chcemy wykorzysta¢ w calosci. Herbata Darjeeling kosztuje 18 zt
za opakowanie, natomiast Yunnan 16 zI. Ile paczek herbaty i jakiej mozemy zakupi¢ tak,
aby wykorzysta¢ bon co do zlotowki? Rozwazmy dwa scenariusze: w pierwszym, chcemy
kupi¢ jak najwiecej herbaty, w drugim, chcemy kupi¢ jak najbardziej réznorodny zestaw
herbaty (czyli mozliwie bliska liczbe paczek jednej i drugiej odmiany).

Zauwazmy, Ze problem da si¢ zapisac jako réwnanie diofantyczne liniowe w liczbach
naturalnych. Zalézmy, ze kupujemy x paczek herbaty Darjeeling oraz y paczek herbaty
Yunnan. Oczywiscie nie da si¢ kupi¢ pot paczki ani ujemnej wartosci paczki (sprzeda¢
sklepowi?), wigc x i y sg liczbami naturalnymi. Za cato$¢ zaptacimy 18x + 16y, przy czym
chcemy wyda¢ doktadnie 500 zt, aby nie zmarnowac ani ztotéwki z bonu. Wobec tego, nasze
réwnanie to

18x + 16y = 500,

gdzie x i y to liczby naturalne. Jest to dokladnie to samo réwnanie, ktore rozwazaliSmy
w poprzednim podrozdziale, zatem mamy cztery mozliwe scenariusze zakupow. Wybor
opcji zalezy od scenariusza.

Darjeeling | Yunnan | liczba paczek | réznica

26 2 26+2=28 |[26-2|=24
18 11 18+11=29 | [18-11|=7
10 20 10+20=30 | |10-20| =10
2 29 2+29=31 |[2-29]=27

Oznacza to, ze jedli zalezy nam na jak najwickszej liczbie paczek herbaty nalezy kupic¢
2 paczki herbaty Darjeeling oraz 29 paczek herbaty Yunnan (tacznie 31 paczek herbaty).
Aby uzyska¢ najbardziej réznorodny zestaw herbaty, nalezy natomiast wybrac 18 paczek
herbaty Darjeeling oraz 11 paczek herbaty Yunnan (tylko 7 paczek rdéznicy).

8 Co dalej?

Réwnanie diofantyczne liniowe w liczbach naturalnych jest jednym z najprostszych
przyktadéw zagadnienia optymalizacyjnego nazywanego programowaniem catkowitolicz-
bowym. Programowanie catkowitoliczbowe znajduje bardzo wiele zastosowan w biznesie —
w optymalizacji zyskdw przy ograniczonej liczbie zasobéw. Poszczegdlne zmienne mo-
ga by¢ liczba wyprodukowanych urzadzen, liczbg potrzebnych sktadnikéw, liczbg paczek
zapakowanych na samochod oraz wieloma innymi zastosowaniami. Programowanie catko-
witoliczbowe, programowanie wypukle (w tym liniowe) oraz programowanie nieliniowe
sg dziedzinami optymalizacji matematycznej — dziatki matematyki, ktérg warto sie zain-
teresowag, jesli zamierzamy mie¢ co$ wspdlnego z biznesem i badaniami operacyjnymi.
Zachecam, aby wyszuka¢ w Internecie terminy wystepujace w niniejszym akapicie i mie¢
oko na odpowiednie kursy wybieralne, jesli kogo$ ten temat zainteresuje.
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