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Dzisiejszy blok tematyczny bedzie poswiecony liczbom pierwszym.

1 Liczby pierwsze

Dla pewnosci przypomnijmy definicje liczb pierwszych oraz zlozonych.

Definicja 1. Liczba naturalna dodatnia n jest liczbg pierwszg, jesli ma doktadnie dwa rézne
dzielniki naturalne dodatnie: 1 oraz n.

Definicja 2. Liczba naturalna dodatnia n jest liczbg ztozong, jesli ma przynajmniej trzy rozne
dzielniki naturalne dodatnie.

Z definicji tej wynika, Ze 1 nie jest liczbg pierwsza ani ztozona. Mozna debatowac,
dlaczego nie podjeto decyzji, zeby 1 byta liczbg pierwsza. Jako pojecie tak stare, ze pojawialo
sie w ksigzkach matematycznych juz 300 lat przed naszg erg (w Elementach Euklidesa'),
nie sposob mie¢ pewnosci, jakie byly powody takiej decyzji. Niemniej jednak jednym
z powodow moglo by¢ to, zeby ,,dziatalo” podstawowe twierdzenie arytmetyki.

Twierdzenie 1 (Podstawowe twierdzenie arytmetyki®). Liczba naturalna n > 1 jest liczbg
pierwszg albo moze by¢ jednoznacznie przedstawiona jako iloczyn liczb pierwszych.

Gdybysmy dopuscili 1 jako liczbe pierwsza, straciliby$my jednoznaczno$¢ w tym twier-
dzeniu, poniewaz
7=1-7=1-1-7=...

wiec nie tylko kazda liczba moglaby by¢ zapisana jako iloczyn liczb pierwszych, ale dodat-
kowo zapis ten nie bylby jednoznaczny, tylko byloby wiele zapiséw tej samej liczby. Aby
podstawowe twierdzenie arytmetyki mialo jakikolwiek sens, 1 nie moze by¢ liczbg pierwsza.

Nastepujace twierdzenie bedzie nam przydatne do praktycznego sprawdzania, czy dana
liczba jest liczbg pierwsza.

'Ten klasyczny tekst, na ktérym bazuje duzo wspdlczesnej matematyki, mozna przeczyta¢ w wersji angiel-
skiej na stronie https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/toc.html.

*Zachecam do poszperania za dowodem lub pomystem na dowdd podstawowego twierdzenia arytmetyki
w VII Ksiedze Elementow Euklidesa.


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/toc.html

Twierdzenie 2. Jesli liczba n jest liczbg ztozong, ma dzielnik k taki, ze k < /n.

Dowéd. Poniewaz liczba # jest liczba ztozong, to mozemy jg zapisac jako iloczyn dwéch
liczb naturalnych a i b takich, ze
n = ab.

Oczywiscie wtedy a i b s3 dzielnikami liczby n.
Zal6zmy nie wprost, ze a i b s3 jednoczesnie wieksze od v/n. Wtedy

n=ab>\nb>Vnvn=n,

czylin > n, co jest sprzeczne. Oznacza to, ze nasze zalozenie bylo falszywe. Wobec tego
a < \nlub b < /n, czyli liczba n ma dzielnik mniejszy lub réwny /n. O

To pozwala nam napisa¢ funkcje sprawdzajaca, czy dana liczba jest pierwsza.

def czy pierwsza(n):

if n < 2:
return False

k =2

while k*k <= n:
if n%k == 0:

return False

k += 1

return True

W wersji pesymistycznej sprawdzenie, czy n jest liczbg pierwsza, wymaga dzieki temu v/n
przejs¢ petli algorytmu. Bez twierdzenia 2, musielibySmy wykona¢ az n przejs¢ algoryt-
mu, wiec cho¢ wydaje si¢ ,teoretyczne”, w praktyce bardzo przyspiesza dzialanie naszego
programu.

2 Tworzenie listy liczb pierwszych

Zalézmy teraz, ze chcemy stworzy¢ liste liczb pierwszych mniejszych od N. Pierwszy
pomysl, na jaki mozemy wpas¢, to wykorzystanie funkcji czy_pierwsza z poprzedniej sekcji.

def pierwsze(N):
return [n for n in range(N) if czy pierwsza(n)]

To samo mozemy zapisac bez list sktadanych.

def pierwsze(N):
wynik = []
for n in range(N):
if czy pierwsza(n):
wynik.append(n)
return wynik



Zastanowmy sie, ile krokdw wykonuja te algorytmy. Jesli przypomnimy sobie, ze spraw-
dzenie, czy liczba n jest pierwszg, trwa okoto v/n krokdw, to cale generowanie listy potrwa
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Na wykresach mozemy zaobserwowac, ze nasze przyblizenie nieznacznie przeszacowuje
potrzebng liczbe krokéw, dla N = 250 jest to okolo 15 krokdéw algorytmu wigcej niz
w rzeczywistosci, niemniej jednak jesli poréwnamy te warto$¢ z szacowang wielkoscia,
zobaczymy, ze blad ten wynosi okoto 0.5% (zachecam, by wykona¢ obliczenia i sprawdzi¢).

Podsumowujac, liczba krokdw naszego algorytmu wyznaczania liczb pierwszych mniej-

3
2(ned) oy
3 2 2

Poszukajmy efektywniejszego podejscia. Bedziemy podazaé za pomystem Eratostenesa,

szych niz N, wynosi okoto

ktory urodzit si¢ okoto 200 lat przed naszg erg. Okazuje sie, Ze opracowal on catkiem szybki
algorytm, duzo lepszy niz nasz pierwszy pomyst.

2.1 Sito Eratostenesa

Eratostenes wpadl na pomysl, aby wypisa¢ wszystkie liczby mniejsze od N i kolejno od
lewej wykreslac liczby, ktdre nie sg pierwsze. Przeprowadzmy przykltadowe rozumowanie
dlaN =17

Zaczynamy od wypisania liczb naturalnych mniejszych od 17:

o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16
Teraz wykreslamy 0 i 1, poniewaz nie s3 liczbami pierwszymi.

X, X, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16

Teraz patrzymy na kolejne wartosci, pomijajac wykreslone. Pierwsza niewykreslona licz-
ba bedzie liczbg pierwsza. Wiemy, ze dowolna jej wielokrotnos¢ nie jest liczbg pierwsza.
W naszym przykladzie patrzymy na 2 i wykreslamy jej wielokrotnosci, czyli 4, 6, 8, 10, 12,
141 16. To na pewno nie sg liczby pierwsze.

XJ X) 2) 3) X’ 5) X) 7) X) 9’ X’ 11’ X} 13) X) 15) X

Teraz patrzymy na kolejng niewykreslona liczbe. Jest to 3. Wykreslamy jej wielokrotnodci,
czyli 6,9, 12, 15.

X) X) 2’ 3) XJ 5’ X) 7) X) X’ X) 11’ X) 13) X) X’ X

Kolejna niewykreslona liczba to 5, ale jest ona wieksza od V16 = 4, wiec mozemy przerwaé
wykreslanie — niewykreslone zostaly nam tylko liczby pierwsze.
Sprébujmy to zaimplementowac

def pierwsze sito(N):
if N < 2:
return []
kandydaci = list(range(N))
kandydaci[0] = None



kandydaci[1] = None
for x in kandydaci:
if x is None:
continue
if x*x >= N:
break
for y in range(2*x, N, x):
kandydaci[y] = None
return [x for x in kandydaci if x is not None]

Implementacja jest bardzo podobna do tego, co opisalismy w przyktadzie. Na poczatek two-
rzymy liste liczb. Wykre$lanie implementujemy poprzez wstawienie warto$ci None. Nastepnie
przechodzimy po niewykreslonych elementach i wykreslamy wielokrotnosci.

Sprébujmy oszacowac liczbe wykreslen wykonanych w algorytmie. Na poczatku mamy
dwa skreslenia, potem dla liczb pierwszych mniejszych réwnych od VN — 1, czyli mniej-
szych od VN, wykonujemy w przyblizeniu g — 1 skreslen, gdzie p; to i-ta wykre$lana liczba
pmn%mLkﬂtdgpmﬂawﬁwwaﬂmwlkﬂwio2pb3pp””[%J-pr

Oznacza to, ze liczba krokéw bedzie wynosi¢ w przyblizeniu
2+ ) <N - 1> ,
pieP.p;<VN Pi

gdzie P to zbidr liczb pierwszych. Jesli przez m(N) oznaczymy liczbe liczb pierwszych
mniejszych lub réwnych od N, to wzér sprowadzi sie do

2+N< Z i>—7T(\/N)-

pieP,p;<VN pi

Wartos¢ ta jest w przyblizeniu réwna
2+ N(In(In(VN)) + M) - n(VN),

gdzie M = 0.2614972 jest stala Martensa®. Liczba liczb pierwszych moze by¢ przyblizona

nastepujacym wzorem

N
n(N) ~ ————,
In(N) +y - 3

gdzie y = 0.5772156649 jest stalg Eulera-Mascheroniego*. Podsumowujac, liczba wykreslen
w algorytmie wynosi w przyblizeniu

VN

2 + N(In(In(VN)) + M) — .
+ N(In(In(VN)) + M) 1n(x/N)+y—§

3Patrz https://mathworld.wolfram.com/MertensConstant.html.
4Patrz https://mathworld.wolfram.com/PrimeCountingFunction.html, https://mathworld.wolfram.com/HarmonicNumber.html

oraz https://mathworld.wolfram.com/Euler-MascheroniConstant.html.


https://mathworld.wolfram.com/MertensConstant.html
https://mathworld.wolfram.com/PrimeCountingFunction.html
https://mathworld.wolfram.com/HarmonicNumber.html
https://mathworld.wolfram.com/Euler-MascheroniConstant.html

Mozemy wyciagnaé pierwiastek spod logarytmu
2+N<ln<ln(2N)>+M> VN

TN 3
2 +Y 2

i zamieni¢ logarytm ilorazu na réznice logarytmow

2VN

2+ N(In(In(N)) - In(2) + M) - In(N) +2y -3

Wistawiajac przyblizone wartosci In(2), M oraz y, otrzymujemy przyblizong liczbe krokéw
algorytmu

2VN

NlIn(In(N)) + 2 - 0.4316499677123025N — .
In(N) — 1.8455686701969342

Mozna w szacowaniu bezpiecznie przyja¢ przyblizenie
N In(In(N)),

poniewaz jest to najbardziej istotny sktadnik sumy powyzej — stata 2 szybko staje si¢ mata
w poréwnaniu z N In(In(IN)), natomiast pozostate sktadniki s ujemne dla duzych N, wigc
N In(In(N)) stanowi pewnego rodzaju pesymistyczne ograniczenie z gory. Podsumowu-
jac, sito Eratostenesa jest zdecydowanie szybszym rozwigzaniem niz poprzednie, ktére

wykonywalo
2N 1) -
3 2 2

Kolejna optymalizacja wynika z kolejnosci wykreslania. Spojrzmy raz jeszcze na kod

operacji.

def pierwsze sito(N):
if N < 2:
return []
kandydaci = list(range(N))
kandydaci[0] = None
kandydaci[1] = None
for x in kandydaci:
if x is None:
continue
if x*x >= N:
break
for y in range(2*x, N, x):
kandydaci[y] = None
return [x for x in kandydaci if x is not None]

Podczas wykres$lania wielokrotnosci liczby x, wszystkie wielokrotnosci od 2x do (x — 1)x
zostaly juz wykres§lona podczas usuwania wielokrotnosci liczb od 2 do x — 1. Oznacza to, ze
mozemy zacza¢ od liczby x?.



def pierwsze sito(N):
if N < 2:
return []
kandydaci = list(range(N))
kandydaci[0]
kandydaci[1]
for x in kandydaci:

None

None

if x is None:
continue
if x*x >= N:
break
for y in range(x*x, N, x):
kandydaci[y] = None
return [x for x in kandydaci if x is not None]

Korzystajgc z oszacowania na sume liczb pierwszych’, mozemy wyliczy¢ liczbe krokdw
poprawionego algorytmu. Pomimo zastosowanej optymalizacji, poniewaz wszystkie sta-
te znikaja w zapisie ,,duze O, mozemy stwierdzi¢, ze sito Eratostenesa jest algorytmem

O(N log(log(N))) w poréwnaniu do naiwnego podejscia, ktore jest O (N : )

3 Liczba liczb pierwszych

W poprzedniej sekcji korzystalismy z funkcji w(N), ktdra oznacza liczbe liczb pierwszych
mniejszych lub réwnych N. Podali$my przyblizenie

N

m(N) = R E——
m@®+y—z

Sprawdzimy je w Pythonie. Najpierw musimy zaimplementowac¢ funkcje 7(N). Dla wygody,
poniewaz zamierzamy jg rysowa¢, napiszemy w Pythonie funkcje ile pierwszych(N), ktora
zwroci liste wartosci [71(0), (1), ..., m(N — 1)].

def ile pierwszych(N):
P = pierwsze sito(N)

wyniki = []
y=>0
n = len(P)

for x in range(N):
if y<n and P[y] <= x:
y += 1
wyniki.append(y)
return wyniki

>Patrz https://mathworld.wolfram.com/PrimeSums.html.


https://mathworld.wolfram.com/PrimeSums.html

Przesledz algorytm na stronie https://tinyurl.com/primecounting-30, wykonujac go krok
po kroku dla N = 30. Zwr6¢ uwage, jak natrafienie zmiennej x na liczbe pierwsza P[y]
powoduje zwigkszenie licznika liczb pierwszych o 1. Interpretacja tej funkcji wymaga chwile
pracy, nie boj sie przeanalizowac jej na kartce.

Aby zbadac¢ przyblizenie, skorzystamy z wykresu. Zach¢cam, aby wpisa¢ ponizszy kod
do Pythona i pobawi¢ si¢ parametrami, aby zbada¢, co sie dzieje z przyblizeniem dla matych
warto$ci N.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

gamma = 0.5772156649
N = np.linspace(0.01, 1000, 10000)
approx = N/(np.log(N)+gamma-1.5)

plt.plot(range(1000), ile pierwszych(1000), ’.’, label=r”$\pi(N)$”, markersize=1)
plt.plot(N, approx, label=r”przyblizenie”)

plt.legend()

plt.ylabel(”Liczba liczb pierwszych”)

plt.xlabel(”$N$”)

plt.ylim(-25, 175)

plt.title(”Liczba liczb pierwszych mniejszych lub réwnych $N$”)

Wynik dzialania programu mozemy zobaczy¢ na ilustracji ponizej.

Liczba liczb pierwszych mniejszych lub réwnych N
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https://tinyurl.com/primecounting-30

4 Tworzenie listy liczb pierwszych zadanej dlugosci

Jesli naszym zadaniem jest znalezienie pierwszych N liczb pierwszych, sprawa si¢ nieco
komplikuje — aby stworzy¢ sito, musimy zna¢ ograniczenie gérne na N-tg liczbe pierwsza.
Okazuje sie, ze dla N > 6, N-ta liczba pierwsza py spelnia nieréwnos¢®

pn < NIn(N) + N In(In(N)),
przy czym poniewaz Py = 17, mozemy zalozy¢, ze
pn < max{17,[NIn(N) + N In(In(N))1}.
Korzystajac z tego, mozna napisa¢ funkcje, ktdra znajduje pierwszych N liczb pierwszych

from math import log, ceil

def pierwsze pierwsze(N):

if N> 6:

No = ceil(N*log(log(N))+N*log(N))
else:

NO = 17

P = pierwsze sito(No)
return P[:N]

Dzigki oszacowaniu gérnemu mozemy wygenerowac sito wlasciwego rozmiaru, nastepnie
znalez¢ liczby pierwsze mniejsze od ograniczenia i mie¢ gwarancjg, ze jest tam przynajmniej
N liczb pierwszych, ktére zwracamy.

®To i inne przyblizenia dla liczb pierwszych znajdziesz w artykule — J. Barkley Rosser, Lowell Schoenfeld,
»Approximate formulas for some functions of prime numbers’, lllinois J. Math. Volume 6, Issue 1 (1962), 64-94.
(https://projecteuclid.org/euclid.ijm/1255631807).


https://projecteuclid.org/euclid.ijm/1255631807
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