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Dzisiejszy blok tematyczny bedzie poswigcony sortowaniu.

1 Sortowanie elementow listy

W jezyku Python mamy dostepne dwa sposoby na posortowanie listy — jeden modyfi-
kujgcy istniejacg liste

lista.sort()

oraz drugi, zwracajacy nowg posortowang liste na podstawie istniejacej

nowa_lista = sorted(lista)

Oba s3 czgsto uzywane, poniewaz posortowanie danych czesto jest wstepnym krokiem dla
wielu bardziej zlozonych algorytméw. W niniejszej czesci przyjrzymy si¢ blizej tej operaciji,
zanim jednak poznamy algorytm stosowany w Pythonie, przesledzimy kilka prostszych
algorytmow.

2 Podzial algorytmow sortowania

Algorytmy sortowania mozemy podzieli¢ na kilka sposobdéw:

1. ze wzgledu na to, czy s3 oparte na poréwnaniach wartosci pomigdzy dwoma elemen-
tami za pomocg praporzadku spdjnego (relacji zwrotnej, przechodniej i spojnej —
wigcej o tym za chwilg), czy na innym pomysle na porzadkowanie,

2. ze wzgledu na szybko$¢ dziatania w zaleznosci od dlugosci listy (miedzy innymi
dziatajace w czasie liniowym, quasi-liniowym lub kwadratowym — wigcej o tym za
chwile),



3. ze wzgledu na to, czy s stabilne (kolejnos¢ elementow w jednej klasie rownowaznosci
w liscie posortowanej i nieposortowanej jest zawsze taka sama — wiecej o tym za
chwile) lub nie sg stabilne (kolejnos¢ elementéw w jednej klasie réwnowaznosci
w liScie posortowanej i nieposortowanej moze, cho¢ nie musi si¢ réznic),

4. ze wzgledu na to, czy dzialaja w miejscu (modyfikuja liste, zmieniajac kolejnosé
elementéw i potrzebujg co najwyzej statej ilosci dodatkowej pamigci do wykonania
zadania sortowania) oraz te, ktdre nie dzialajg w miejscu (potrzebuja dodatkowe;j
pamieci zaleznej od liczby elementow listy, na przyklad tworzg jej kopie),

5. ze wzgledu na sposéb implementacji, czyli takie, ktore sg zaimplementowane w sposéb
iteracyjny lub rekurencyjny.

3 Sortowanie oparte na poréwnaniach

Przyjrzyjmy sie pierwszemu kryterium. Algorytm jest oparty na poréwnaniach, jesli
jedyne co zaklada to fakt, ze dwa elementy listy mozna poréwnac za pomoca operatora
okreslajacego na zbiorze wartosci listy praporzadek spdjny. Relacja < na zbiorze wartosci
listy & jest praporzadkiem spojnym, jesli jest:

« zwrotna, czyli dla kazdego elementu a € X zachodzia < a,

« przechodnia, czyli dla kazdej tréjki elementéw a, b, c € X zachodzenie relacjia < b
oraz b < ¢ pociaga za sobg zachodzenie relacjia < c,

« spojna, czyli dla kazdej pary elementéw a,b € 2, a # b zachodzia <blubb < a.

Spdjnosc¢ relacji gwarantuje, ze kazde dwa elementy mozna ze sobg poréwnaé. Przechod-
nio$¢ jest konieczna, aby stwierdzi¢, ze cala lista jest posortowana na podstawie poréwny-
wania jedynie elementdw parami. Zwrotno$¢ gwarantuje nam, ze algorytm bedzie dzialat,
gdy na liscie znajdowac sie beda duplikaty, czyli elementy o takiej samej warto$ci. Przy
rezygnacji z ktoregokolwiek z trzech powyzszych zalozen na temat relacji, mogtoby sie
okazac, ze dla niektorych list nie jestesmy w stanie okresli¢, czy sa posortowane, czy nie —
a co za tym idzie, nie potrafiliby$my posortowa¢ permutacji tych list.

Niekiedy mozna spotka¢ inng definicje spdjnosci, ktora zawiera w sobie zwrotno$¢.
Wtedy warunki bylyby tylko dwa — relacja musiataby by¢:

« przechodnia, czyli dla kazdej tréjki elementéw a, b, c € X zachodzenie relacjia < b
oraz b < ¢ pociaga za sobg zachodzenie relacjia < c,

« spdjna, czyli dla kazdej pary elementéw a,b € z, zachodzia < blubb < a.

Warto zwrdci¢ uwage, ze praporzadek nie musi by¢ antysymetryczny. Relacja < na
zbiorze wartosci listy & jest antysymetryczna, jesli dla kazdej pary elementow a,b € X
zachodzenie relacji a < b oraz b < a jednoczesnie pociaga za sobg a = b, innymi stowy
a<b=<a = a = b. Praporzadki, ktére s3 dodatkowo antysymetryczne, nazywa-
my stabymi porzadkami czesciowymi, natomiast praporzadki spojne, ktdre sg dodatkowo



antysymetryczne, nazywamy stabymi porzadkami liniowymi. Przyktadem stabego porzad-
ku liniowego jest relacja < na liczbach rzeczywistych lub ich podzbiorach lub porzadek
leksykograficzny na napisach. Relacje te sg stabymi porzadkami liniowymi, wigc sg row-
niez praporzadkami sp6jnymi, czyli moga by¢ uzywane w algorytmach sortowania. Jako
przykiad praporzadku spojnego, ktdry nie jest stabym porzadkiem liniowym, mozemy okre-
§li¢ sortowanie listy krotek postaci (imig, nazwisko, wynik_egzaminu) wedlug nazwiska
i imienia. Moze si¢ zdarzy¢, ze na liscie beda dwie osoby o tym samym imieniu i nazwi-
sku, ale r6znych wynikach egzaminu. Wezmy dwa elementy (”Jan”, ”Kowalski”, 75) oraz
(”Jan”, ”Kowalski”, 80). Dla relacji poréwnujacej nazwisko i imi¢ zachodzi jednoczesnie

(”Jan”, ”Kowalski”, 75) < (”Jan”, ”Kowalski”, 80)
oraz
(”Jan”, ”Kowalski”, 80) < (”Jan”, ”Kowalski”, 75)

Gdyby wymusic¢, ze sortowa¢ mozemy tylko za pomoca relacji antysymetrycznych, ozna-
czaloby to (z definicji relacji antysymetrycznych), ze

(”Jan”, ”Kowalski”, 80) = (”Jan”, ”Kowalski”, 75),

co oczywiscie nie jest prawda, poniewaz s3 to dwie rézne osoby. Wobec tego nie mogliby$smy
posortowac takiej listy trojek jedynie po nazwiskach i imionach, co jest ograniczajace.

4 Stabilnos$¢ sortowania

Aby okredli¢ stabilnos¢ sortowania, musimy okresli¢ relacje rownowazno$ci moéwiaca,
kiedy elementy sg tozsame. Jesli stosujemy sortowanie oparte o poréwnania i dysponu-
jemy praporzadkiem spdjnym <, zawsze mozemy okresli¢ relacje réwnowaznosci a = b,
ktora zachodzi, jesli jednoczesnie s spelnione a < b oraz b < a. Jesli sortowanie nie jest
oparte o poréwnywanie, musimy okresli¢ relacje rownowaznosci inaczej — w najprostszym
przypadku, kazdy zbiér elementéw moze mie¢ okreslong relacje ,,ten sam” lub ,taki sam”

Dla kazdego elementu a € X mozemy zdefiniowa¢ jego klase rownowaznosci jako zbidr
wszystkich elementéw b € X spelniajacych a = b. Sortowanie jest stabilne, jesli nie zmienia
kolejnosci elementéw w jednej klasie rownowaznosci.

W przypadku powyzej (”Jan”, ”Kowalski”, 80) oraz (*Jan”, ”Kowalski”, 75) nie sg
réwne, ale s3 w jednej klasie rownowaznosci, jesli stosujemy relacje porzadkujaca po na-
zwiskach i imionach, wobec tego algorytm stabilny musi zagwarantowac, ze jesli krot-
ka (”Jan”, ”Kowalski”, 80) wystepowala w nieposortowanej liscie wczesniej niz krotka
(”Jan”, ”Kowalski”, 75), musi rowniez wystgpi¢ wczesniej w liscie posortowane;j.

5 Szybkos¢ sortowania

Bez trudu mozna znalez¢ algorytm, ktory sortuje wartosci w czasie proporcjonalnym
do n?, gdzie n to liczba elementéw listy, cho¢by poréwnujac kazdy element z kazdym.



Dla algorytmdw opartych o poréwnania, przy odrobinie gimnastyki znajdziemy algo-
rytm dzialajacy w czasie proporcjonalnym do nlog(n). Niestety szybszych algorytmoéw nie
odnajdziemy bez dodatkowych zatozen, samo istnienie relacji praporzadku zupelnego i klas
réwnowaznosci elementéw nie wystarcza.

Jesli zatozymy, ze w liScie wejsciowej znajduje si¢ tylko k réznych klas jednoznacznosci,
mozemy przej$¢ po liscie i doda¢ elementy oryginalnej listy do jednej z k list odpowia-
dajacych klasom. Wybor wiasciwej listy bedzie trwal czas proporcjonalny do log(k), wiec
powrzucanie wszystkich elementéw do jednej z k klas trwa czas proporcjonalny do nlog(k).
Nastepnie, majac k roznych klas rOwnowazno$ci, musimy je posortowac, korzystajac z inne-
go algorytmu sortowania, co wobec tego potrwa czas proporcjonalny do klog(k). W sumie
te dwie operacje potrwaja (n + k) log(k). W ostatnim kroku musimy scali¢ elementy z k
~workéw” w jedna liste, co moze potrwac czas proporcjonalny do n + k, ostatecznie da-
jac wynikowy czas proporcjonalny do (n + k)(log(k) + 1). Jesli k jest duzo mniejsze od n,
zastosowanie takiego algorytmu bedzie bardziej wydajne, niz algorytmu ktéry jest propor-
cjonalny do nlog(n). Niestety, jesli k okaze si¢ bliskie , takie rozwigzanie moze by¢ nawet
dwukrotnie wolniejsze niz zwykle sortowanie.

Jesli dalej zalozymy, ze lista k klas rownowaznosci jest z gory znana i moze by¢ utozsa-
miona z liczbami naturalnymi od 0 do k — 1, mozna przygotowac jeszcze szybszy algorytm.
Jesli wyniki to lista wynikéw rzutéw kostka, czyli liczby od 1 do 6, wlasciwy ,,worek” na
elementy znajdziemy w czasie stalym, odejmujac 1 od wyniku rzutu kostka, a nie log(k).
W efekcie czas calego sortowania bedzie proporcjonalny do #, a nie nlog(n).

Algorytmy takie, ktére moga dziala¢ wydajnie dla malej liczby klas réwnowaznosci,
nazywamy algorytmami dziatajgcymi w czasie liniowym, poniewaz czas ich dzialania jest
proporcjonalny do liniowej funkcji rozmiaru listy. Niemniej jednak takie algorytmy, cho¢
sg szybkie, wymagaja implementacji dobranej do konkretnej sytuacji — funkcja nie bedzie
uniwersalna, tylko bedzie dziala¢ jedynie dla list o malej a czasem nawet konkretnej liczbie
klas réwnowaznosci. My bedziemy skupiac si¢ na algorytmach sortowania, ktére nie maja
dodatkowych zalozen o zawartosci listy oprdcz tego, ze mozemy je porownywac ze soba,
wiec najlepszym czasem, jaki mozemy uzyskac, bedzie czas w przyblizeniu proporcjonal-
ny do nlog(n) (bedziemy moéwic, ze to algorytmy dzialajace w czasie quasi-liniowym),
natomiast najwolniejszymi, jakim bedziemy zainteresowani, sg algorytmy o czasie w przy-
blizeniu proporcjonalnym do n? (bedziemy méwi¢, ze to algorytmy dziatajace w czasie
kwadratowym).

6 Podsumowanie

Jesli zdarza Ci si¢ grywaé w karty, przed wykladem sprobuj zastanowi¢ sie, w jaki
sposdb sortujesz karty na dloni tak, aby podzielone byly kolorami i poukladane warto$ciami
od najnizszej do najwyzszej. Sprobujemy wspdlnie zaimplementowacé takie pomysty na
sortowanie listy, ktdre si¢ na tym opieraja i spelniajg nastepujace warunki:

1. beda to algorytmy oparte o poréwnania,



4.

5.

6.

bedg dziata¢ dla dowolnego praporzadku zupelnego przezkazanego w formie argu-
mentu listy,

. beda w najgorszym przypadku miaty czas kwadratowy,

beda dziata¢ w miejscu,
beda zaimplementowane iteracyjnie,

ich implementacja bedzie wzglednie prosta (zajma mniej niz 10 linijek kodu).

Aby przygotowac si¢ dobrze do zaje¢, sprobujcie zaimplementowa¢ w Pythonie swoje

pomysly na sortowanie kart. Mozecie wykorzysta¢ szablon kodu ponizej:

def moje sortowanie(lista, relacja=lambda x, y: x <= y):

Wewnatrz kodu mozesz uzywac funkcji relacja(x, y), ktéra zwraca True, jesli zachodzi

relacja x < y. Warto$¢ domyslna jest dobrana tak, aby algorytm dzialal z typami Pythona

takimi jak liczby, krotki oraz napisy.
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