
Lista zada« do wykªadu
Algebry z Geometri¡ Analityczn¡.

(wersja z ¢wiczeniami w wymiarze 30 godzin)
Mariusz Grech

Wyra»enia algebraiczne (powtórka), indukcja matematyczna, wzór
dwumianowy Newtona.

1. Upro±¢ wyra»enia algebraiczne:

(a) (
√
7−

√
3)(

√
7 +

√
3); (b)

(x3y−2z4)5

(2x−3y3)2
;

(c)
a3 − b3

a2 + 2ab+ b2
:
b2 − a2

a3 + b3
; (d)

x+ 3

(x− 1)(x+ 2)
− x− 4

(x+ 2)(x+ 1)
.

2. (a) Upro±¢ wyra»enia algebraiczne:

(x2 − y2)(x2 + y2); (x2 + xy + y2)(x− y); (x2 − xy + y2)(x+ y).

(b)∗ Korzystaj¡c z powy»szych przykªadów jako wskazówki uzasadnij, kiedy i jak mo»na
przedstawi¢ xn + yn na iloczyn dwóch nietrywialnych wyra»e«. Podobnie dla xn − yn .

3. Usu« niewymierno±ci z mianownika.

(a)
8√

17 + 3
; (b)

7

7−
√
35

; (c)

√
5−

√
3√

5 +
√
3
; (d)

2
3
√
4− 1

.

4. Rozwi« wyra»enia:

(a) (5x− 7a)2; (b) (2y − 5b)3; (c)

(
2z3 +

1

z

)4

; (d)

(
w +

1

w

)5

.

5. (a) Znajd¹ wspóªczynnik przy a5 w wyra»eniu
(
2a2 − 3

a3

)8
.

(b) Znajd¹ wspóªczynnik przy x0 w wyra»eniu
(
3
√
x3 + 5

x2

)7
.

(c) Wspóªczynnik przy t3 w wyra»eniu (2 + t)n wynosi 160. Oblicz n.

(d) U»ywaj¡c wzoru dwumianowego Newtona oblicz 2.0034.

6. U»ywaj¡c indukcji matematycznej uzasadnij, »e zachodzi:

(a) 42024 − 1 jest podzielne przez 3;

(b) 42·2024+1 + 1 jest podzielne przez 5;

(c) 0 + 1 + 2 + . . .+ n = n(n+1)
2

, dla n ∈ N;

(d) dla n ∈ N, n(n+ 1)(n+ 2) jest podzielne przez 6.

(e) ∗ 2024∑
k=1

1√
k
≥

√
2024.
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Dziaªania na macierzach, wyznacznik i macierze odwrotne.

7. Je±li to mo»liwe wykonaj nast¦puj¡ce dziaªania na macierzach:

5A− 1

2
BT , A ·B, B · A, A2 B ·BT

(a) A =

 1
3
−5

 , B =
[
2 −6 4

]
; (b) A =

[
1 7
−4 3

]
, B =

[
2 −6
−5 1

]
;

(c) A =

 3 2
5 −1
0 1

 , B =

[
3 0 1
−1 4 2

]
;

8. Znajd¹ wszystkie macierze przemienne z:

(a) A =

[
3 0
0 3

]
; (b) B =

[
1 0
0 4

]
; (c) C =

[
1 2
−2 1

]
; (d) D =

[
1 3 −1
−2 2 0

]
.

9. Znajd¹ rozmiar macierzy X, aby odpowiednie dziaªania byªy wykonalne. Nast¦pnie rozwi¡»
równania macierzowe.

(a) X ·
[
3 1 2
0 −2 4

]
=

[
3 −3 10
12 4 8

]
; (b)

[
1 3 2

]
·X =

[
2 5

]
;

(c) X ·
[
1 3 2

]
=
[
2 5

]
; (d)

[
1 2
1 1

]
·X ·

[
1 0
1 1

]
=

[
3 2
−1 4

]
.

10. Dla danych macierzy:

A =

[
3 5
1 2

]
, B =

[
2 −5
−1 3

]
, C =

[
4 −1
2 0

]
.

Oblicz AB, a nast¦pnie nie rozwi¡zuj¡c ukªadu równa« rozwi¡» równanie BX = C.

11. Wybierz wiersz lub kolumn¦, a nast¦pnie napisz odpowiednie rozwini¦cie Laplace'a. Nie
obliczaj wyznaczników.

(a)

∣∣∣∣∣∣
1 4 −7
3 −2 9
8 3 −4

∣∣∣∣∣∣ ; (b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 3 −7 2
8 1 2 4
3 0 2 −5
4 −1 5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
12. Oblicz wyznaczniki. (W przypadku macierzy 3× 3 u»yj metody Sarrusa.)

(a)

∣∣∣∣ 7 9
5 8

∣∣∣∣ ; (b)

∣∣∣∣∣∣
1 4 −7
3 −2 9
8 3 −4

∣∣∣∣∣∣ ; (c)

∣∣∣∣∣∣
2 0 −3
2 1 5
0 −1 2

∣∣∣∣∣∣ ; (d)

∣∣∣∣∣∣
2 5 19
0 1 7
0 0 5

∣∣∣∣∣∣ ;
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13. Oblicz wyznaczniki.

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 2
−1 19 1 2
3 2 0 −1
2 1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; (b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 4 0 0 0
3 2 0 0 0
0 0 1 1 0
0 0 1 2 1
0 0 2 3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; (c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 −3
1 2 3 5
0 −1 2 4
2 5 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; (d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
1 2 2 2 2
1 2 3 3 3
1 2 3 4 4
1 2 3 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

14. Przy zaªo»eniu, »e zmienne s¡ niezerowymi liczbami rzeczywistymi, oblicz wyznaczniki.

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y y y y
y x y y y
y y x y y
y y y x y
y y y y x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; (b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
p 1 1 1 1
p p 1 1 1
p p p 1 1
p p p p 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; (c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q q q q q
1 q q q q
1 1 q q q
1 1 1 q q
1 1 1 1 q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

15. Mamy dane: ∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = 3.

Korzystaj¡c z wªasno±ci wyznacznika oblicz.

(a)

∣∣∣∣∣∣
d e f
a b c
g h i

∣∣∣∣∣∣ ; (b)

∣∣∣∣∣∣
g a d
h b e
i c f

∣∣∣∣∣∣ ; (c)

∣∣∣∣∣∣
2a −3b 4c
2d −3e 4f
2g −3h 4i

∣∣∣∣∣∣ ; (d)

∣∣∣∣∣∣
a− g b− h c− i
d e f

g + 2d h+ 2e i+ 2f

∣∣∣∣∣∣ .
16. Wiemy, »e det(A) = −3. Przy zaªo»eniu, »e A jest stopnia:

(a) 4; (b) 5

oblicz wyznaczniki macierzy:

2A, −7A, A4, (AT )5.

17. Okre±l rz¦dy macierzy:

(a)

 2 −1 4 3
1 7 2 −3
5 5 10 3

 ; (b)


1 2 3
3 −2 1
4 0 4
−2 3 1
4 −2 2

 ; (c)


1 5 2 −1
2 4 −3 4
4 14 1 2
3 3 −8 9

 .

18. W zale»no±ci od parametru, okre±l rz¦dy macierzy:

(a)

 1 0 2
0 a 1
0 4 a

 ; (b)

 1 b 2b
2 3b 4b
3 5b 6b

 .

19. Poka», »e je»eli wszystkie wyrazy macierzy kwadratowej stopnia k s¡ nieparzystymi liczbami
caªkowitymi to:
(a) wyznacznik jest parzysty.
(b)∗ wyznacznik jest podzielny przez 2k−1.
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20. Przy pomocy metody dopeªnie« algebraicznych, oblicz macierze odwrotne do:

(a)

[
3 4
5 6

]
; (b)

 1 0 −1
0 3 2
2 4 3

 ; (c)

 2 3 1
3 1 2
1 2 3

 ; (d)

 0 1√
2

1√
2

−1 0 0
0 1√

2
−1√
2

 ; (e)


2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 .

21. U»ywaj¡c metody operacji elementarnych oblicz macierze odwrotne do:

(a)

[
3 4
5 6

]
; (b)

 1 0 −1
0 3 2
2 4 3

 ; (c)


1 1 0 1
0 1 2 0
1 2 1 2
1 2 2 2

 ; (d)


1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 1
1 0 1 0 0

 ; (e)


1 1 1 1 1
1 2 2 2 2
1 2 3 3 3
1 2 3 4 4
1 2 3 4 5

 .

22. Rozwi¡» równania macierzowe:

(a)

[
2 5
5 8

]
·X =

[
−5
4

]
; (b) Y ·

 2 0 3
0 −1 0
1 0 2

 =

[
1 0 2
−2 3 1

]
;

(c)

[
3 4
4 5

]
·Z·

 1 −1 3
0 −1 2
0 0 1

 =

[
1 0 2
−2 3 1

]
; (d)

[
3 2
7 4

]
·T−1·

[
−7 8
5 −1

]
=

[
1 4
1 3

]
.

23. Dla poni»szych macierzy wykonaj nast¦puj¡ce czynno±ci.
Oblicz A2, A3, A4, A5.
Na tej podstawie zasugeruj wzór na An, a nast¦pnie udowodnij go indukcyjnie.
Oblicz A2024.

(a)

(
1 1
1 1

)
; (b)

(
11 −4
30 −11

)
.

Ukªady równa« liniowych.

24. Bez rozwi¡zywania ukªadu równa« sprawd¹, czy ma on jakie± rozwi¡zania. Je±li tak, to
podaj liczb¦ parametrów.

(a)

 2x+ 3y − 4z = 3
3x− 2y + z = 2
x− 7y + 2z = 3

; (b)

 3x− 4y + 2z = 5
2x+ 3y + 2z = 7
5x− y + 4z = 3

;

(c)


x+ 2y − 2z + 3t+ s = 1

2x− y + 2z − s = 2
x− 3y + z − t = 3
4x− 2y + z + 4t = 6

; (d)


−x+ 2y + z + t = 0
2x+ y − z − t = 0
x− y + 2z + 3t = 0
4x− 2y + t = 0

;

25. Korzystaj¡c ze wzorów Cramera oblicz zmienn¡ y w ukªadach równa«:

(a)

{
x+ 2y = −1
4x+ 5y = 5

; (b)

 −2x+ 3y + z = 2
3x+ y − z = 3
4x− 2y + 3z = 5

; (c)


3x+ 6y + 5z − 5t = 3
3x+ 8y − z + 2t = 4
4x− 2y + 3z − t = −1
3x− 4y + 7z − 2t = −2

.
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26. Stosuj¡c metod¦ minorów i u»ywaj¡c wzory Cramera rozwi¡» ukªady równa«:

(a)

 x+ y + 2z = 4
4x− y − 2z = 1
−x+ 3y + 6z = 8

; (b)

 −3x+ 6y + 2z + t = 2
2x− 4y − z + t = −1
x− 2y + z + 2t = 1

.

27. Przy pomocy metody eliminacji Gaussa rozwi¡» ukªady równa«:

(a)

 x+ 2y − z = 2
5x− 3y + 4z = 11
−2x+ y + z = 3

; (b)


−2x+ 3y + 2z + t = 14
x− 2y − z + t = −7
3x− 3y + 2z + 4t = 7
4x− y + 2z − t = 0

; (c)


x+ y + 3z + 3t+ s = 6
x+ 2y − 3z + t− s = 3
2x+ 3y + z + t− s = 5
y + 2z − t+ 2s = 2

z + 3t = 3

;

(d)

 x+ y + 2z − t = 3
x+ 2y + 3z + 4t = 2
2x− y + 4z − t = 7

; (e)

 −3x+ 2y + z + 2t = 5
2x− 3y − 4z + 5t = −6
x− 4y +−7z + 12t = 3

; (f)


2x+ y + 3z = 12
x− 3y − z = 3

3x+ 2y + 6z = 23
x+ 3y + 5z = 15

.

28. Rozwi¡» poni»sze zadania ukªadaj¡c odpowiednie ukªady równa«.

(a) Mamy dane trzy liczby naturalne. Je±li dodamy pewne dwie z nich i od sumy odejmiemy
ostatni¡, to otrzymamy odpowiednio wyniki: 2, 8, 6. Jakie to liczby?

(b) ZawodnicyX, Y, Z biegaj¡ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ (niekoniecznie z t¡ sam¡). Na zawodach
odbyªy si¦ trzy biegi. W ka»dym z nich jeden z zawodników biegª przez 3 minuty, a
pozostaªych dwóch po dwie. (W pierwszym biegu X biegª 3 minuty, w drugim Y a w
trzecim Z). Uzyskali odpowiednio rezultaty: 2, 1 km, 2, 15 km, 2.05 km. Jaki dystans
ka»dy z nich jest w stanie przebiec w ci¡gu minuty?

(c) Do wyprodukowania pewnego produktu potrzebni s¡ specjali±ci czterech rodzajów: A,
B, C i D. Pensje specjalisty danego rodzaju wsz¦dzie s¡ takie same. Cztery fabryki
produkuj¡ ten produkt. Maj¡ one ró»ne technologie, dlatego potrzebuj¡ inn¡ ilo±¢
specjalistów danego rodzaju. Ilo±¢ specjalistów zatrudnianych w fabrykach wyrazimy
jako wektor. Tak wi¦c w tych fabrykach pracuje odpowiednio [2, 3, 1, 4], [2, 2, 2, 1],
[3, 2, 2, 3], [1, 4, 4, 2] specjalistów. Na ich pensje fabryki przeznaczaj¡ odpowiednio 67,
54, 76 i 83 tysi¡ce zªotych. Jakie s¡ pensie specjalistów ka»dego rodzaju?

Liczby zespolone.

29. Wykonaj dziaªania:

(a) (2 + 3i)− (4− 2i) + (−5 + i); (b) (3− 2i)(5 + 2i); (c)
6 + 2i

2− i
; (d) (4− 3i)(4− 3i)

(e)
(1 + 3i)(2− i)

5 + i
; (f) (1− 2i)4; (g) i2024 − i1410 + (−i)1025 − (i1918).

30. Rozwi¡» poni»sze równania:

(a) (2 + 3i)(z − i) + (2− 3i) = 5 + 2i; (b) (1− 4i)z + (2 + 3i)z = 5 + 2i;

(c) |z|+ 2z = −1− 8i; (d) z2 = z; (e) 2|z|2 − 2z2 = 4− 6i.
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31. Na pªaszczy¹nie zespolonej zaznacz zbiory speªniaj¡ce warunki:

(a) Re(3z − i) = Im(z + 1); (b) 2 < Re(z − i) ≤ 4; (c) 1 < Im(iz + 5) ≤ 2;

32. Korzystaj¡c z interpretacji geometrycznej moduªu ró»nicy liczb zespolonych narysuj zbiory
speªniaj¡cych warunki:

(a) |z−3| = 2; (b) |z+(1−i)| < 3; (c) |2z−3i| ≥ 4; (d) |(1+
√
3i)z+(1−

√
3i)| ≤ 6;

(e) |z−2+ i| = 2; (f) |z− i| = |z+1|; (g) |z+1+3i| > |z−1+2i|; (h)

∣∣∣∣z − 2i

z + 1

∣∣∣∣ ≤ 1.

33. Przedstaw w postaci trygonometrycznej lub wykªadniczej liczby:

(a) − 7; (b) 3π; (c) 2− 2i; (d) − 5i; (e) 4 + 4
√
3i;

(f) 3
√
3− 3i; (g) 2024i; (h) − 5− 5i; (i) − 7 + 7

√
3i.

34. Oblicz:

(a)

(
1 + i

2

)2024

; (b)

(
1 +

√
3i

2

)1410

; (c)

(√
3− i

2

)1945

. (d)

(√
2
2
+

√
2
2
i
)57

(√
2
2
−

√
2
2
i
)151 .

Wynik podaj w postaci algebraicznej.

35. Podaj w postaci algebraicznej wszystkie pierwiastki trzeciego stopnia z liczb

(a) − 27; (b) − i; (c) (1 + i)3; (c)
−1− i√

2
.

36. Narysuj na pªaszczy¹nie zespolonej wszystkie pierwiastki czwartego stopnia z liczb:

(a) 1 (b) 2 + 2
√
3i; (c) 16− 16i.

37. Oblicz sum¦ wszystkich pierwiastków 8-go stopnia z 1.

38. ∗ Oblicz sum¦ wszystkich pierwiastków 2024-go stopnia z 2024− i.

39. ∗∗ Oblicz iloczyn wszystkich pierwiastków 2024-go stopnia z 1.

40. Rozwi¡» w zbiorze liczb zespolonych równania:

(a) z2+4z+5 = 0; (b) x2− 10x+29 = 0; (c) z2+(−1+4i)z = 5− i; (d) z4− 3z2 = 4;

(e) z2 + (1− 3i)z − 2− 2i = 0. (f) z4 = (1 + z)8; (g) z6 + (1 + i)z3 + i = 0.

Wielomiany i funkcje wymierne.

41. Wielomian W przedstaw w postaci W = P ·Q+R, gdzie:

(a) W (x) = x4 − 2x3 + 3x2 − 6, Q(x) = x2 − x+ 2;

(b) W (x) = 2x5 + 3x4 − x3 + 4x2 − 1, Q(x) = x2 − 3x+ 5.

42. Wypisz potencjalne pierwiastki caªkowite i wymierne wielomianów:

(a) x4 − 2x3 + 2024x2 + 3x− 6; (b) 4x3 − 2x2 + 17x+ 9; (c) x3 − 5

3
x2 + 32x+ 2;
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43. Znajd¹ pierwiastki wymierne wielomianów:

(a) x3 − 6x2 + 11x− 6; (b) x4 − 2x3 + 2x− 1; (c) x4 − x2 − 3; (d) x4 + x3 + x2 + 3x− 6;

(e) x5 − x4 + 4x3 − 4x2 + 3x− 3; (f) 2x4 + 7x3 − 4x2 − 27x− 18.

44. Korzystaj¡c z tego, »e x0 jest pierwiastkiem danego wielomianu, znajd¹ jego wszystkie
pierwiastki zespolone.

(a) x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 2, x0 = i; (b) x4 + 4x3 + 3x2 + 10x+ 50, x0 = 1− 2i.

45. Znajd¹ rozkªad wielomianów na rzeczywiste czynniki nierozkªadalne:

(a) x3 − 4x2 + 3x− 12; (b) x4 + 4; (c) x4 + 4x2 + 3; (d) x4 − 2x3 − x2 + 2x+ 10.

46. Znajd¹ reszt¦ z dzielenia wielomianu W przez wielomian Q.

(a) W (x) = (x− 4)2024 − (x− 3)1410 + (x− 2)1025, Q(x) = x− 3;

(b) W (x) = x2024 − x1974, Q(x) = x3 − x; (c) W (x) = x2024, Q(x) = x2 + 1;

(d) ∗ W (x) = x53, Q(x) = (x− 1)2.

47. Podane funkcje wymierne rozªó» na sum¦ wielomianu i uªamków prostych.

(a)
8x− 31

(x− 5)(x+ 4)
; (b)

−12x+ 2

(x− 3)(x− 1)(x+ 2)
; (c)

2x3 − 6x2 + 8x− 9

(x− 2)(x− 1)
; (d)

5x2 − 31x+ 39

(x− 4)2(x+ 1)
;

(e)
4x2 + 9

(x2 + 1)(x2 + 2)
; (f)

7(x2 − 2x+ 4)

(x2 − 4)(x2 + 3)
; (g)

x5 + x4 − 5x2 − 9

x4 + x3 − x2 + x− 2
; (h)

x5 + 12x3 − 2x2 + 13x− 5

(x2 + 2)2
.

Diagonalizacja macierzy, wektory i warto±ci wªasne.
Aby zaoszcz¦dzi¢ miejsce, wektory b¦d¡ pisane poziomo, zamiast pionowo. Do zastosowa« prosz¦ u»ywa¢ vT .

48. Sprawd¹, które z wektorów:

v1 = [0, 6, 2], v2 = [2, 4,−1], v3 = [−6, 0,−4], v4 = [1,−2, 1]

s¡ wektorami wªasnymi poni»szej macierzy. Jakie s¡ odpowiadaj¡ce im warto±ci wªasne. −7 −2 6
−4 4 6
−8 −1 9

 .

49. Oblicz wielomiany charakterystyczne macierzy:

(a)

[
3 4
5 2

]
; (b)

 1 0 2
−3 2 5
2 1 3

 ; (c)


1 4 5 2024
0 2 4 7
0 0 −1 3
0 0 0 3

 ; (d)


2 3 0 0
−4 1 0 0
0 0 5 2
0 0 2 4

 .

50. Podaj przestrzenie wªasne macierzy:

(a)

[
−8 6
−15 11

]
; (b)

 1 −2 3
2 −4 6
3 −6 9

 ; (c)

 1 0 2
0 3 0
2 0 4

 .
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51. Oblicz A2024 gdy A jest jedn¡ z macierzy:

(a)

[
2 4
1 2

]
; (b)

[
0 1
−1 0

]
; (c)

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 .

52. A ∈ M2×2 ma wektory wªasne [2, 3] i [4,−1]. Odpowiadaj¡ce im warto±ci wªasne to −1 i 3.
Znajd¹ A.

53. B ∈ M3×3 ma wektory wªasne [1, 0, 1], [2, 1, 1] i [0,−1, 1]. Odpowiadaj¡ce im warto±ci wªasne
to 1, 0 i 2. Znajd¹ B.

Geometria analityczna w R3.

54. Niech v = [1, 3,−2], w = [4, 0, 2], u = [−1, 1, 5]. Wykonaj obliczenia:

(a) |v|; (b) w◦u; (c) v×w; (d) (w×u)◦v; (e) det(v, w, u); (f) (w+2v)◦u; (g) v×(w−u).

55. Dla jakiej warto±ci parametru a punkt (4, a, 1) le»y na jednej prostej z punktami (1, 2− 5)
i (2, 1,−3).

56. Znajd¹ wektor dªugo±ci 2, który jest równolegªy do wektora [2,−3,
√
3].

57. Sprawd¹, czy który± z poni»szych trójk¡tów ABC jest prostok¡tny.

(a) A = (2, 3,−1), B = (4, 0, 5), C = (1, 1, 1); (b) A = (1, 2,−1), B = (2, 4,−4), C = (−4, 6, 0);

58. Oblicz k¡t przy wierzchoªku C w trójk¡cie o wierzchoªkach:

A = (3, 2, 3), B = (3, 2, 4), C = (2, 1, 3).

59. Wiemy, »e |v| = 1, |w| = 2, |u| = 3 oraz, »e wszystkie k¡ty pomi¦dzy wektorami wynosz¡ π
3
.

Oblicz |v + w + u|.

60. Oblicz |v|, je±li |v + w| = 22, |w − v| = 24 i |w| = 13.

61. Wiemy, »e |v| = 2 i |v| = 4. Oblicz, dla jakiego t, wektory w − tv i w + tv s¡ prostopadªe.

62. Znajd¹ wszystkie wektory dªugo±ci 5, które s¡ prostopadªe do wektorów [1, 2, 1] i [−2, 1, 3].

63. Oblicz pole trójk¡ta o wierzchoªkach (2,−5, 1), (3, 0, 5) i (7,−2, 1).

64. Oblicz wszystkie wysoko±ci trójk¡ta z zadania ??.

65. Oblicz obj¦to±¢ czworo±cianu o wierzchoªkach:

(2, 1, 4), (−1, 3, 2), (1, 4, 5), (2, 5, 1).

66. Oblicz pole powierzchni bocznej czworo±cianu z zadania ??.

67. Oblicz wysoko±¢ czworo±cianu z zadania ??, opuszczon¡ z wierzchoªka (1, 4, 5).

68. Napisz równanie ogólne i parametryczne pªaszczyzny przechodz¡cej przez:

(a) punkty (2, 0, 1), (7,−3, 0) i (4,−1, 1);

(b) punkt (1, 2, 5) i prostopadªej do wektora [2, 5,−3].
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69. Napisz równanie parametryczne pªaszczyzny o równaniu ogólnym 2x− 5y + 4x− 1 = 0.

70. Napisz równanie ogólne pªaszczyzny o równaniu parametrycznym

(x, y, z) = (2, 1, 3) + [1, 4, 1]t+ [−2, 1, 1]s, t, s ∈ R.

71. Napisz równanie ogólne pªaszczyzny przechodz¡cej przez punkt (1,−1, 2), oraz prostopadªej
do pªaszczyzn o równaniach 2x+ 2y + 3z − 7 = 0 i x+ 6y − 3z + 5 = 0.

72. Napisz równania parametryczne i kierunkowe prostych

(a) przechodz¡cej przez punkty (1, 4,−3) i (3, 2, 1);

(b) przechodz¡cej przez punkt (7, 3,−5) i równolegªej do prostej o równaniu{
2x− y + 3z − 3 = 0
5x+ 2y − z + 6 = 0

;

(c) przechodz¡cej przez punkt (−3, 2, 4) i prostopadªej do prostych o równaniach

(x, y, z) = (0, 1, 3) + [2, 7, 1]t, t ∈ R i
x− 3

4
=

y + 5

2
=

z + 1

3
.

73. Napisz równanie kraw¦dziowe prostej z zadania ??.

74. Znajd¹ punkt przeci¦cia (o ile si¦ przecinaj¡) prostych o równaniach x = 4 + 2t
y = 6 + t
z = t

, t ∈ R i

 x = −1− 3t
y = 3− 2t
z = 3 + 4t

, t ∈ R

75. Znajd¹ punkt przeci¦cia si¦ prostej o równaniu x−5
3

= y = z−3
−1

z pªaszczyzn¡ o równaniu
3x+ y − z − 1 = 0.

76. Wyznacz odlegªo±¢ punktu (2, 4, 1) od pªaszczyzny o równaniu 3x− y + 5z − 2 = 0.

77. Wyznacz odlegªo±¢ punktu (2, 4, 1) od pªaszczyzny o równaniu

(x, y, z) = (−2, 1, 2) + [1, 2, 2]t+ [3, 1, 2]s, t, s ∈ R.

78. Wyznacz odlegªo±¢ punktu (1, 5,−2) od prostej o równaniu

(x, y, z) = (3, 1, 7) + [4,−2, 3]t, t ∈ R.

79. Oblicz odlegªo±¢ prostej z zadania ?? od pªaszczyzny z zadania ??.

80. Oblicz odlegªo±¢ pomi¦dzy prostymi o równaniach

(a)

 x = 2 + 2t
y = 3 + t
z = 1 + 3t

, t ∈ R i

 x = −1 + 4t
y = 2 + 2t
z = 4 + 6t

, t ∈ R

(b)

 x = 4 + t
y = −1− t
z = 2 + 3t

, t ∈ R i

 x = 5− t
y = 1 + 3t
z = 3 + 2t

, t ∈ R



10

81. Oblicz rzut prostok¡tny

(a) punktu (1, 3,−4) na prost¡ o równaniu (x, y, z) = [1, 2,−2]t, t ∈ R;

(b) punktu (2, 3, 4) na prost¡ o równaniu (x, y, z) = (1, 2, 5) + [1,−1,−2]t, t ∈ R;

(c) punktu (5, 8,−3) na pªaszczyzn¦ o równaniu 2x+ 3y − 3z + 1 = 0;

(d) punktu (2, 5,−1) na pªaszczyzn¦ o równaniu

(x, y, z) = [1, 2, 2]t− [2,−1, 1]s t, s ∈ R;

(e) ∗ prostej z podpunktu (b) na pªaszczyzn¦ z podpunktu (d).

82. Znajd¹ rzut punktu (7,−1,−1) na pªaszczyzn¦ o równaniu 3x− y+2z− 11 = 0 w kierunku
wektora [2,−1,−2].

83. Znajd¹ punkt symetryczny do punktu (5, 3, 4) wzgl¦dem prostej o równaniu

x− 3 =
x− 6

2
= 2− z.

84. Znajd¹ punkt symetryczny do punktu (4, 0, 7) wzgl¦dem pªaszczyzny o równaniu

x− 2y + z + 1 = 0.

85. Sprawd¹ czy punkty (2, 5,−1) i (1,−1, 2) le»¡ po tej samej stronie pªaszczyzny o równaniu

3x− 2y + 5z − 7 = 0.

86. Oblicz k¡ty mi¦dzy prostymi o równaniach

(a) − 2 =
y − 7

2
=

z − 2

3
i

x+ 3

−4
+

y − 4

−1
+

z − 1

2
;

(b)

 x = 5 + 4t
y = 3
z = 7 + 3t

, t ∈ R i


x = 1 + t

y = 3 +
√
11t

z = 4 + 2t
, t ∈ R

87. Oblicz k¡ty pomi¦dzy pªaszczyznami o równaniach

(a) x− 2y + z − 7 = 0 i x+ 2y − z + 2024 = 0;

(b) 5x+ 2y + z − 6 = 0 i (x, y, z) = (2, 1, 3) + [4, 3, 2]t+ [2,−1,−4]s t, s ∈ R.

88. Oblicz k¡ty pomi¦dzy prost¡ o równaniu (x, y, z) = (2, 3, 6)+[1,
√
2,−1]t, t ∈ R i pªaszczyzn¡

o równaniu x+
√
2y + z + 9 = 0.

Krzywe sto»kowe.

89. Napisz równanie okr¦gu:

(a) o ±rodku w punkcie (3,−4) i przechodz¡cego przez pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych;

(b) o ±rodku w punkcie S(1,−2) i przechodz¡cego przez punkt A(−2,−6).

90. Napisz równanie elipsy o ±rodku w punkcie (−1, 2) je»eli jej póªosie a, b s¡ równolegªe
odpowiednio do osi 0x i 0y i wynosz¡ a = 1, b = 2;
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91. Parabol¦ y2 = 4x przesuni¦to tak, »e jej wierzchoªek znalazª si¦ w punkcie (3,1). Napisz
równanie przesuni¦tej paraboli.

92. Dane s¡ punkty A(4,−1) i B(1, 2). Znajd¹ zbiór punktów X, dla których:

(a) suma kwadratów odlegªo±ci od A i od B wynosi 20;

(b) ró»nica kwadratów odlegªo±ci od A i od B wynosi 10.

93. Dane s¡ punkty A(−1, 1) i B(3,−1). Znajd¹ zbiory punktów X, dla których:

(a) odlegªo±¢ od A jest równa odlegªo±ci od B;

(b) odlegªo±¢ od A jest dwa razy wi¦ksza ni» odlegªo±¢ od B;

(c) wektory AX i BX s¡ prostopadªe;

(d) ±rodek odcinka AX le»y na okr¦gu o ±rodku w punkcie (3,3) i promieniu 1.

94. Rozpoznaj nast¦puj¡ce krzywe (zbiory) stopnia 2 sprowadzaj¡c ich równania do postaci
kanonicznej:

(a) 2x2 + 3y2 − 4x+ 18y + 28 = 0; (b) 2x2 + 3y2 − 4x+ 18y + 29 = 0;

(c) 2x2 + 3y2 − 4x+ 18y + 30 = 0; (d) x2 − 5y2 − 4x− 50y − 123 = 0;

(e) x2 − 5y2 − 4x− 50y − 121 = 0; (f) − y2 − 7x+ 8y − 21 = 0;

(g) − y2 + 8y − 21 = 0; (h) − y2 + 8y − 11 = 0.

95. ∗ Napisz równanie hiperboli o asymptotach

2x− 3y = 5; 2x+ 3y = −1.


