Matematyka 2 (Wydzial Architektury)

Lista 1: Funkcje dwéch zmiennych

I Wyznaczy¢ i narysowac dziedziny funkcji:

_ 3z B 1

]_. Z = me5y 7 Z = —arctg($y),g
s i=lz—T]
3. 2= arcs;_g(jzl;f) 9. z=3"+ylogy(2cosy + 1)
4. z = % 10. z = arcsin Y
z?4y?—4 11. z = In(y — V4z — 2?)
5. z=1In (g, . 2)
oY 12, 2 = -4

sinx

_ In(2?+y%-1) _ 7
. Z—m 13. z = /zsiny

D

IT Naszkicowad i opisa¢ we wspotrzednych biegunowych obszary:

1. 2?2 +9y? <4 6. 224+ 9? <dwx, 2?2 +y? < 4y
2. 1< 2?2 +942<9 7.1§x2+y2§4,y2%§\xl
3. 22+ 12 <4, 2>0 8. y<a?+y? <z, y>0

4. 22+ 2 <4, y<azV/3 9. 0<z<1,0<y<1

5. 22 +y? -2y <0 10. (22 4+ y?)% < 2% — o2

[II Naszkicowaé¢ powierzchnie o zadanych réwnaniach

z=a+y’ 7. z2=3— /6 —2%—y?

_ 2 2
z=a°—y 8

= ’:E2+y2
z2=3—/x2+1y?
22 42+ =4 10. 22 +y? =4

z=/4—x2—19? 11. 22+ 942 =2y

IV Obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu nastepujacych funkcji:

. z=sInx

9. z = arctg ¥

SER ANl I S

L fz,y) = 2%y + 22 + 3y; 3. flx,y) =My,
o) . _ 1—x
2. f(z,y) = sin(z cos y); 4. [f(x,y) = arctg T8

V Obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzedu nastepujacych funkcji i sprawdzié, czy
pochodne mieszane sa rzeczywiscie rowne:

Lo floy) =2+ 3

3. f(z,y) = ze™;
2. f(z,y) =sin(z? + y*); 4. f

(z,y) = yIn(zy).
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Wyznaczy¢ wszystkie ekstrema lokalne nastepujacych funkcji. Ustalié, ktoére z nich s3 minimami,
a ktore maksymami:
1. f(x,y) = 23 + 3zy? — Slz — 24y; 4
2. f(z,y) =23+ y3 — 3y; 5.
3. flayy) =3+ 52 +y, (v,y>0) 6

(l’,y) :.Ty2<12—$—y), (l’,y>0)7
(z,y) = (2 + y?)e”;
(z,y) = (cosz+cosy)?+ (sinz +sin y)2.

= =

Wyznaczy¢ ekstrema podanych funkeji przy zadanych ograniczeniach na argumenty:

1. f(z,y) =2*+y2, 3x+2y=6; 3. flz,y) =2x+3y, 22+¢y*=1
2. f(z,y) = 2?+y*—82+10, x—y*+1 = 0;

Znalez¢ najmniejsze i najwieksze wartosci podanych funkcji na wskazanych zbiorach:
L f(z,y) = 22° + 42* + y* — 20y, D = {(z,y) € R* : 2* < y < 4}
2. flz,y) =a2*+y* D= {(z,y) €R?: |z + [y| < 2};
3. flx,y) = ay® + 4oy —4a, D = {(z,y) eR*: -3 <2 <3,-3<y <0}
4. f(z,y) =2 +y", D ={(z,y) e R? : 2? + y* < 9}.

Na plaszczyznie x + 2y — 3z = 6 znalez¢ punkt polozony najblizej poczatku uktadu wspotrzed-
nych.

Wiérod wszystkich prostopadiosciandéw wpisanych w kule o promieniu R znalezé ten, ktory ma
najwieksza objetos¢.

Jakie powinny by¢ wymiary prostopadtosciennej otwartej wanny o pojemnosci V', aby ilos¢
blachy zuzytej do jej zrobienia byta najmniejsza?

Prostopadto$cienny magazyn ma mie¢ kubature 216 m3. Do budowy &cian jego écian uzyte
zostana plyty w cenie 30 zt/m?, podlogi beda kosztowac 40 zt/m?, a sufit — 20 z1/m?. Jakie
wymiary powinien mie¢ magazyn, aby koszt jego budowy byl najmniejszy?

Obliczy¢ nastepujace calki:
1. [zcosydx 6. [xye”vdy
2. [xcosydy
3. [a¥dx 7. fx—Verdex
4. [a¥dy

d. fa:yez2yd:v 8. fx—”ajerQdy

Narysowac¢ obszary catkowania i obliczyé¢ nastepujace catki iterowane:
1 VY . 2 \/A—y?
L [y dy Lﬂxyd% A [T dy [V (2% 4 yP)da;

2. fog dx [ sin(z + y)dy; 5. f03 dy [ /y? + 16dz;
3. f14 dzx fjx 22 \/y — xdy; 6. f14 dx ff Ldy.



XV Zapisac¢ catke ffD x,y)dxdy jako calke iterowana, jesli obszar D jest ograniczony nastepuja-

cymi krzywymi:

1. 2% +y =29 = 2% 3. 22+t =4y=20 2%, =0
0);
2. 22 —dx +y? + 6y — 51 = 0; 4. 2> =y =122 +y*=3; x>0.

XVI Zamieni¢ kolejno$¢ catkowania w nastepujacych catkach iterowanych:

1. fo de [ f(z,y)dy; 4. f03 dx f;i [z, y)dy;
2. fo dyfy f(z,y)dz; 5. [ dx flnz f(z,y)dy;
3. fog dx f\% f(x,y)dy; 6. f_zg dy fi{iy f(z,y)dx

(z,y >

XVII Obliczy¢ nastepujace catki podwodjne (jesli obszar jest podany jako zestaw krzywych, chodzi o

obszar ograniczony tymi krzywymi):

1.
//nydxdy, D:y=uxy=2—a%
D
2. )
//x2ydwdy, Diy=-2y=—y=—v-x
D x
3.
//(my+:v)da:dy, D:x=0,y=—1,y=3— 2%z >0);
D
4.
//(xy+4x2)dxdy, D:y=x+3y=2x*+3z+3;
D
5.
//(2x—3y+2)dmdy, D:y=0y=mn,z=—1,2=siny;
D
6.
//eidxdy, D:y=+vr,2=01y=1;
D
7.
// ex2dxdy, D:y=0,y=2x,xr=VIn3;
D
8.
//yQBxydmdy, D:y=z2z=1y=0;
D
9.

// Smydﬂcdy, D:x=0y=xy=1;
D Y



XVIIT Obliczy¢ nastepujace calki iterowane, zamieniajac kolejnosé¢ catkowania.

1. 4.
8 e e
/ dy/ 242 g / dy/ sin z2dx
3 0 y
2 5.
1 1 T 4 z? y3
das/,/l%——d; /dx/ dy;
/0 x ) Y 0 o 4=\
3 6. . .
/ dm/ (zy + sin(y*))dy; / dx/ 2x/1 + yidy.
3 0 Va2
XIX Korzystajac ze wspotrzednych biegunowych, obliczy¢ nastepujace caltki podwojne:
1.
// ry?dxdy, D = {x2 +y2 < 4} ;
D
2. In
n(z® +y?) 2 | .2
—————~dzd D=4{1< <4,y>0};
// P Y, {1<a®+y* <4,y >0};
3.
// e dedy, D ={a*+y* <1y >a};
D
4.
z? + y? 2, .2
T dady, D:{1< <4,y>/3 };
// L <2’ +y* <d,y> V3l
5. .
.ny $2+ 2 o 2 2 . .
//Dme Vdrdy, D= {2*+y* <wz;y>0};
6.
//(:v2+y2)dwdy, D={0<y<a®+y*<u};
D
7.
J[oVETE Doz 0.+ P a6 - )
D
8.
// arctggd:cdy, D= {x2+y2+4y< 0,z <0,y < :C\/g},
D x
9. o ¥
xarctg ¥ g
— 2 D= { < 2 };
//L)$2+y2 y* < (@ +y?)
10.

1
— D={a?4+y¥<42<0,y>1}.
//[)(x2+y2)27 {#"+y" <42<0y>1}
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XXV

XXVI

Obliczy¢ pola figur ograniczonych krzywymi o rownaniach:

1. 22+ 92 <2,0 <y < /7 3. (22 + y?)? = 223

2. (22 +y*)? = 2(2? — y?); 4. (22 +y?) =2z, 2% +y* = dz,y = v,y = 0.
Naszkicowaé¢ bryty ograniczone nastepujacymi powierzchniami i obliczy¢ ich objetosci:

1. 2=+/9— a2 —y2, 2= =3+ /22 + y2; 5. z=a? +y* 2 +y? =,

24,2 _ 0

2 z=d—a?— 2 = —d+a®+yk ¢+ y* =2x,2z = 0;

3. 2=0,22 - 20+ = 0,2 = /22 + y%; 6. 2= -2+ /22+1y? 2z =10 — 2% — y*

4. 2=2— /22 + 12,2 =1, 7.2+l + 22 =4,04+24+y2 —22=0.

Obliczy¢ pola powierzchni wycietych:

1. walcem 22 + y? = 2 z paraboloidy hiperbolicznej z = zy;
2. walcem 22 + 4% =1 z walca 22 + 2% = 1;
3. walcem 22 + y? = 2z ze sfery 2% 4 y? + 22 = 4;

4. walcem 22 + y? = 1 ze stozka y? + 22 = 22

Obliczy¢ mase kota o promieniu R, w ktorym gestos¢ jest wprost proporcjonalna (z wspotezyn-
nikiem proporcji ) do:
1. kwadratu odlegtosci od ustalonej srednicy;
2. kwadratu odlegtosci od ustalonego punktu lezacego na brzegu.
Obliczy¢ mase kwadratu o boku a, w ktorym gestos¢ jest wprost proporcjonalna (z wspotczyn-
nikiem proporcji ) do:
kwadratu odlegtosci od $rodka;
kwadratu odlegtosci od ustalonego boku;
odleglosci od ustalonego boku;
kwadratu odlegtosci od ustalonego wierzchotka;

kwadratu odlegtosci od ustalonej przekatnej;

A

odlegtosci od ustalonej przekatne;j.
Wyznaczy¢ srodki masy nastepujacych figur jednorodnych:
1. Trojkat rownoboczny o boku a.

2. Wycinek kota o promieniu R i kacie a.

Wyznaczy¢ §rodek masy poétkola o promieniu R, jesli jego gestos¢ jest wprost proporcjonalna
(z wspotczynnikiem ) do odleglosci od:

1. srodka;
2. podstawy;

3. osi symetrii.



