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Powtorka z ostatniego wyktadu

+ Przyktad: Obliczy¢

1 e 1
/de/1 1—Inydy

+ Obszar catkowania wyglada tak:

- W takim razie catke mozemy zapisa¢ jako

y=e x=1 1
a (o)
/y=1 Y x=iny 1=1Iny




+ Obliczy¢ catke
/ A VX2 + y2dxdy,
gdzie
D:{(x,y):x2+y2§4}

* Obszar catkowania:

- W takim razie catke mozemy zapisac jako

y=+/4—x2
/ dx/ V/ X2 + y2dxdy — trudne!
=2 =—v\/4— x2



Przypomnienie wspétrzednych biegunowych

- -

°* X =Trcosu

cy=rsina
« Zawszer > 0, o € [—m, 7] lub « € [0, 27]



Catkowanie we wspétrzednych biegunowych

« Powiedzmy, ze chcemy obliczy¢ [, f(x, y)dxdy.

+ Ustalamy postaé obszaru catkowania we wzpétrzednych
biegunowych, nazwijmy ja B.

//D f(X,Y)dxdy://B (f(rCOSa,rSina)- )dl’da.



Wré¢Emy do naszego przyktadu. Obszarem catkowania byto

D:{(x,y):x2+y2§4}.

We wspoirzednych biegunowych opis obszaru ma postac
re <4, czylir<2.

Nie znalezliSmy dolnego ograniczenia na r, wiec
przyjmujemy r > 0.

Nie dostali§my tez ograniczen na a, wigc 0 < o < 27

Ostatecznie opis obszaru we wspétrzednych biegunowych
wyglada tak:

B={(r,a): 0<a<2m 0<r<2}.



- Zauwazmy jeszcze, ze /X2 + y2 =Vr2 =r.
+ W takim razie mozemy juz zapisa¢ catke we
wspétrzednych biegunowych:

//D \/mdxdy://Br- drda = (...)

+ Mamy tez nierébwno$¢i na a i r, wiec dalej

(...) =/::2ﬂ da/rr:z redr=(...) = %r.

=0 =0



Dlaczego musimy pomnozy¢ funkcje podcatkowa przez r?

Pole wycinka pierécienia o promieniu wewnetrznym r, grubo$ci
dr i kacie rozwarcia da wynosi w przyblizeniu rdrdc.



* Przykfad: Obliczy¢ [ [, xdxdy, gdzie
D:{(x,y):x2—|—y2§2x}

+ Zapiszmy we wspotrzednych biegunowych nieréwnos¢
opisujaca obszar:

(rcosa)? + (rsina)? < 2rcos
r? < 2rcosaw
0<r<2cosa
- Prawa strona musi by¢ nieujemna, stad
T<ax<
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+ Obszar catkowania jest opisany nieréwnosciami

™

> 0<r<2cosa.

<a<

B

* Funkcja podcatkowa jest f(x,y) = x = rcos a.
+ W takim razie catke mozemy obliczy¢ jako

a=3 r=2cos «
/ da/ (rcosa)- dr
« r

: Jr=o



* Przyktad: Obliczy¢ [[, x+/x2 + y?dxdy, gdzie
D={(y): (®+y22<x—y% x>0}

+ Zapiszmy we wspotrzednych biegunowych nieréwno$¢
opisujaca obszar:

((rcosa)? + (rsina)?)? < (rcos a)? — (rsin a)?
r* < r?(cos? a — sin a)
r* < r?cos 2a

ré < cos2a

r < vcos?2«o



Opisujemy we wspo6trzednych biegunowych obszar
D={(xy): (C+yP<x*-y% x=0}

Wiemy juz, ze
0 <r<+vcos2a

Pozostato ustali¢ a:
+ x > 0, wiec o musi by¢ katem z / lub /V éwiartki.
+ Ponadto musi by¢ cos 2a > 0, wiec

Ostatecznie nasz obszar mozemy opisac tak:

7T< <7T
P— a _’
4==1

0 <r < vcos2a.



« Liczymy [[, x\/x2 + y?dxdy, gdzie
D={(xy): (+y?P<x®-y% x20f
+ We wspétrzednych biegunowych obszar jest taki:

™ Y
_*SQS*,

4 4
0 <r <+cos?2a.

 Funkcja podcatkowa we wspétrzednych biegunowych ma

postaé
XV X2+ y2 =rcosaVr? = r?cosa

+ Ostatecznie catke mozemy zapisa¢ tak:

a=7 r=+/cos 2«
/ da/ (rPcosa)- dr
a=—21 r=0
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