Znajdowanie pozostalych pierwiastkéow liczby zespolonej,
gdy znany jest jeden pierwiastek

1 Wprowadzenie

Okazuje sig, ze gdy znamy jeden z pierwiastkéw stopnia n z liczby zespolonej z, to pozo-
state pierwiastki mozemy wyznaczy¢ bez koniecznosci przedstawiania liczby z w postaci
trygonometryczne;j.

Przypomnijmy najpierw, w jaki sposéb znajdujemy pierwiastki z liczby zespolonej, gdy
dana jest jej postaé¢ trygonometryczna.

Niech z = r(cos¢ +isin¢) bedzie liczba zespolona, gdzie » > 0 i niech n € N.
Woéwezas istnieje n réznych liczb zespolonych w, spetniajacych réwnanie w™ = z i liczby
te dane sg wzorem:

wy = Y (cos g + isiny) (1)
(k=0,1,...,n—1), gdzie:
b = 22k )
n

(k=0,1,...,n—1).

Przyktad 1. Wyznaczymy pierwiastki stopnia 3 z liczby zespolonej

z:1+i:\/§<c0sz+isin1>

We wzorach (1) i (2) podstawiamy n = 3, r = v/2, ¢ = T, a nastepnie kolejno k = 0,1, 2:
2:-0- T+2-0
Z\[<cos4+ 7T+isin437r)=\6/§<cos17;+zsml7;)
2-1- 21 3 3
:\f<cos4jL 7T+zsm4+37T):\6/5<cos47r+isi1r147r>
+2-2. T+2-2. 17 17
:\f<cos4 7r—|—isin437T):\6/§<cos127T+Zs.1r1127r)

Do przyktadu tego wrécimy jeszcze w dalszej czesci.



Zdarzaja sie sytuacje, gdy pierwiastkowanej liczby z nie da sie przedstawi¢ w postaci
trygonometrycznej bez uzycia kalkulatora.

Przyktad 2. Niech z = 3 4 5i. Modut liczby z jest réwny +/34. Jesli napiszemy:

==V ( 5+ )

3 g = 7 est miemosl
—= 1 SIn — ——— ]€eSt Nniemozii-
/34 /31"

we bez uzycia kalkulatora. (uwaga ogélna: nawet jesli w jakich$ konkretnych przypadkach
jesteSmy w stanie wyznaczy¢ argument liczby przy pomocy odpowiednich zabiegéw alge-
braicznych, czesto jest to bardzo skomplikowane rachunkowo).

to widzimy, ze znalezienie kata 1, dla ktérego cos ¢ =

O

Nastepny przyktad ilustruje sytuacje, w ktérej jeden z pierwiastkow jest tatwy do
znalezienia, natomiast nie jest jasne, jak wyznaczy¢ pozostale pierwiastki.

Przyklad 3. Rozwazmy réwnanie 26 = (3 + 5i)%. Wiemy, Ze réwnanie to ma 6 r6z-
nych rozwiazan — sa to wszystkie pierwiastki stopnia 6 z liczby zespolonej (3 + 5i)%. Aby
wyznaczy¢ te pierwiastki na podstawie wzoréw (1) i (2), musieliby$my znalezé postaé
trygonometryczna tej liczby, co — jak widzieliSmy powyzej — jest bez uzycia kalkulatora
niemozliwe.
7 drugiej strony widzimy, ze jednym z rozwiazan naszego rownania, a wiec jednym z
pierwiastkéw 6 stopnia z liczby (3 + 57)%, jest oczywiscie liczba 3 + 5i.
O

W nastepnej czesci dowiemy sig, jak w sytuacji opisanej w Przykladzie 3 wyznaczy¢
pozostate pierwiastki.

2 Pierwiastek gltéwny i pozytki z niego
W Przykladzie 1 otrzymaliSmy nastepujace pierwiastki stopnia 3 liczby 1 + i:
wy = \6/5 <cosl7T2 +zs1n17;>
3 3
wy, = /2 <cos 171' + 2sin 47r)

) 17 17
wWo = \6/5 <cos Eﬂ' + ¢ sin 127r>



3 17
Liczby 11, —7 to argumenty glowne kolejnych pierwiastkéw. Widzimy, ze naj-

241" Y
mniejsza z tych liczb jest 12’ czyli argument gléwny pierwiastka wy. Ilustruje to rysunek

ponizej:

Ten sposrdéd wszystkich pierwiastkow stopnia n z niezerowej liczby zespolonej z, ktéry
ma najmniejszy dodatni argument gtéwny, nosi nazwe pierwiastka glownego.

Definicja 1. Pierwiastkiem gtownym stopnia n z liczby zespolonej z nazywamy ten z
pierwiastkow, ktory ma najmniejszy dodatni argument gltowny.

Popatrzmy jeszcze raz na wzor (2):

O+ 2k

n

(o

i przyjmijmy, ze liczba ¢ jest argumentem gléwnym liczby z = r (cos ¢ + isin ¢). Wi-
dzimy od razu, ze:

e jezeli ¢ > 0, to pierwiastkiem gtéwnym stopnia n liczby z jest wg, poniewaz wyrazenie

Y, przyjmuje najmniejsza wartos¢ dodatniag — dla k = 0;
n

e jezeli ¢ = 0, to pierwiastkiem gléwnym stopnia n liczby z jest w1, poniewaz wyrazenie

Y przyjmuje najmniejsza wartos¢ dodatnia % dla k = 1.
2.1 Pierwiastek gltéwny z liczby 1 — ”producent” pozostalych pierwiast-
kéw

Jezeli zastosujemy wzory (1) i (2) do liczby zespolonej 1 = cos0 + isin 0, to widzimy, ze
jej pierwiastki stopnia n sa réwne:



o .. 0
€p = cos — +isin — =1,
n

n

2 .. 2w
€] = COS — + 18ln —,

n n

2:-20 .. 227
€2 = COS + 2SIn s

n
n—1)-2 n—1)-2
671—1:(3037( )27 gn D 2m
n

(uwaga: pierwiastki liczby 1 czesto oznaczane sa symbolem € zamiast wy).

27
Widzimy, ze pierwiastek gtéwny liczby 1 to €;. Jego argument gléwny to —.
n

Przyktad 4.
_ ) . . 2r .. 27
Pierwiastek gltéwny stopnia 2 z liczby 1 to cos - + ¢sin 5 = -1
2 2 1 3
Pierwiastek glowny stopnia 3 z liczby 1 to cos ?ﬂ + ¢sin g =3 + \2[

.

2
Pierwiastek glowny stopnia 4 z liczby 1 to cos Zﬁ + i sin Zﬂ =

O]

Rysunek ponizej przedstawia obszar grafiki okna Geogebry, w ktérym pokazano cala
sytuacje w przypadku n = 8. Mozesz poeksperymentowaé na zywo z interaktywna ilustra-
cja Geogebry tutaj.

n=8g Il
< ® - ) . : .
Pozostate pierwiastki z 1 10 :‘fj:): % 457

<] €1



http://tube.geogebra.org/m/1976865

Pierwiastki stopnia n z liczby 1 maja ciekawa wlasnosé. Zauwazmy mianowicie, ze dla
kazdej liczby naturalnej k, takiej ze 1 < k < n — 1, mozemy napisac:
2kn . . 2kmw 2r . 2T o 2m\* k
€y = | cos — +isin— | = (cosk- — +isink- — | = (cos — +isin— | =€
n n n n n n
WykazaliSmy w ten sposob nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Jezeli €; oznacza pierwiastek gléwny z liczby 1, to pozostate pierwiastki
stopnia n liczby 1 sa rowne:
€ = €F (3)

(k=1,....,n—1).

3 Pierwiastki z jedynki w akcji

Przeksztalémy wzér na pierwiastek wy stopnia n z liczby z = r(cos¢ +ising), gdzie ¢ > 0
jest argumentem gltéwnym liczby z:

2k 2k 2k 2k
wy, = W(cosm+isin¢+ﬂ> = {‘/77(005 (¢+ W) + ¢sin <¢+7r)) =
n n n n n

n
= W<COS¢ +isin¢> (COSM —i—z’sin%r) = wy - € = wo - €}
n n n n

Widaé, ze gdy znamy pierwiastek gtéwny stopnia n liczby z, to pozostate pierwiastki
mozemy otrzymaé jako iloczyny wyg i kolejnych pierwiastkdéw stopnia n z liczby 1. Tak wiec
mamy wi = wq * €1, W2 = W * e% = wq - € 1 tak dalej.

Mozna udowodnié¢, ze do “wyprodukowania” wszystkich pierwiastkow liczby z jako
iloczynéw jednego z jej pierwiastkéw przez kolejne potegi pierwiastka gtéwnego z liczby 1
mozna uzy¢ ktéregokolwiek pierwiastka wy liczby z (a niekoniecznie pierwiastka gtéwnego
z tej liczby). Méwi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2. Zalézmy, ze liczba z; jest jednym z pierwiastkéw stopnia n z liczby
zespolonej z. Wéwczas pozostate pierwiastki stopnia n z liczby z sa rowne:
22 =21€1, 23 =22°€1, ..., Zn = Zn-1"€1 (4)

lub réwnowaznie:

2 n—1
29 =21 €1, 23 =21 €], ..., Zn =21 €] (5)

27

gdzie €1 jest pierwiastkiem gléwnym stopnia n z liczby 1, €; = cos 27” +isin ¢



Przyktad 5. Jednym z pierwiastkéw czwartego stopnia z liczby z = (2+4i)? jest oczywiécie
liczba wy = 2 4 1, bedaca podstawa potegi powyzej.

Pozostale pierwiastki wyznaczamy nastepujaco.

1. Wyznaczamy pierwiastek gtéwny stopnia 4 z liczby 1: €; = cos %TW + ¢ sin %TW =1.

2. Stosujemy wzér (4) i otrzymujemy:
Wy = W1 - €] = (2+7J)Z: —14+2¢
w3=w2-61=(—1+2i)i=—2—i

wy=wz-€=(—2—14)i=1—21

Przyklad 6. Rozwigzaé¢ rownanie z* = (3 — i)8.

Zauwazmy, ze nasze réwnanie mozemy zapisaé¢ jako:

A=]a- 22‘)2}4

Poniewaz (1 —2i)? = —3 — 4i (sprawd# to sam, mnozac liczbe 1 — 2i przez siebie), wiec
réwnanie przyjmuje postac:

2t = (=3 — 4i)*

Widaé z niego, ze mamy znalezé wszystkie pierwiastki stopnia 4 z liczby (—3 — 41)%.
Jednym z tych pierwiastkow jest oczywiscie liczba wy = —3 — 4¢. Pozostale pierwiastki
znajdziemy w podobny sposob, jak w poprzednim przyktadzie, wykorzystujac pierwiastek
gléwny czwartego stopnia z liczby 1, a wiec € = ¢ z liczby 1:

w2:w1-61:(—3—4i)i:4—3i
w3:w2-61:(4—3i)i:3+4z’
wy =ws3-€ = (3+4i)i=—-4+3i

Przyktad 7. Rozwigzaé réwnanie 23 = (2 — )3

Rozwigzania naszego réwnania to pierwiastki stopnia 3 z liczby (2 — )3, Jednym z
tych pierwiastkéw jest oczywiscie liczba 21 = 2 — . Wyznaczymy pozostale pierwiastki,
korzystajac z Twierdzenia 2.

Pierwiastki stopnia 3 z liczby 1 sa rowne:



=1

2 2 1 3

elzcos;—kisin;:—Q—F\gi

47T+,_ 4 1 \/§

= COS — sin — = —— — —1
& 3 g 2 2

Wyznaczymy teraz pozostale rozwiazania naszego réwnania (a wigc pozostale pier-
wiastki stopnia 3 z liczby (2 — i)? na podstawie Twierdzenia 2.

Stosujemy wzér (4):
. 1 3. 3 1 ,
zp=z1-6=(2—1) <—2+\2[Z> =—1+\2[+<2+\/§)2

Widzimy w tym momencie, ze jesli bedziemy wyznaczaé postaé algebraiczng pierwiast-
ka z3 na podstawie wzoru (4), to czeka nas do$é klopotliwe mnozenie:
V3 1 1 V3
1+ Y2 4= 3)] [ == + X2
+2—H<2+¢> SR
Uzyjmy wiec wzoru (5):

zy=z1-€l =21 €= (2—1) (_;_ﬁ) —1—\/§+i<1—\/§>

23 = 22-€ =

—1
2 2 2
O
Ostatnie dwa przyktady pokazuja, ze w pewnych sytuacjach wygodnie jest stosowaé
wzér (4), a w innych lepiej wykorzystaé¢ wzér (5). Poniewaz pamietanie wzoréw jest ktopo-
tliwe, dobrze jest do catego zagadnienia podejs¢ w nastepujacy sposéb. Mnozymy znany

pierwiastek z; z liczby z przez odpowiedni pierwiastek gtéwny z liczby 1 i oceniamy, w
jaki sposéb wygodniej bedzie wyznaczaé kolejne pierwiastki:

e mnozac otrzymany wynik ponownie przez pierwiastek gléwny € z 1, czy tez

e mnozac z; przez pierwiastek e z liczby 1.

Cwiczenie Rozwiaz réwnania:
(a) 2* = (2+14)° (b) 2% = (~1+20)",

P.Kajetanowicz
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