10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

Algebra abstrakcyjna
Lista 11

. Udowodnié, ze jedli n jest liczba zlozona, to wielomian 1 4+ = + ... + 2"~ ! jest rozkladalny w

Zo[x]. A jesli n jest liczba pierwsza, to czy wielomian ten jest nierozkladalny w Zg|x]?

Dla liczb pierwszych p, ¢ niech K bedzie cialem rozkladu wielomianu 2 — ¢ nad Q. Udowodnié,
ze pierwiastek pierwotny stopnia p z jedynki nalezy do K oraz [K : Q] = p(p — 1).

W ciele K rozwazamy podcialo generowane przez 1. (Jest to najmniejsze podcialo zawarte w
K). Wykazaé, ze jesli jest ono nieskoniczone, to jest izomorficzne z Q, a jesli jest skonczone, to
jest izomorficzne z Z,, gdzie p jest liczba pierwsza.

Takie minimalne podciala nazywamy cialami prostymi. Liczbe p nazywamy charakterystyka
ciala. W przypadku K D Q przyjmujemy char(K) = 0.

Wykazaé, ze jesli F' jest cialem skonczonym i charF' = p, to |F'| = p", gdzie n = [F : Z,)].
Poda¢ przyktad ciata nieskonczonego charakterystyki p > 0.
Wykazadé, ze ciele K wielomian stopnia n > 1 ma co najwyzej n pierwiastkow.

Wykazaé, ze w ciele skonczonym, dla dowolnej liczby n, istnieje co najwyzej n elementow rzedu
bedacego dzielnikiem n.

Udowodnié, ze grupa multiplikatywna ciata skonczonego jest cykliczna.

(Wskazowka Korzystajac z twierdzenia o strukturze grup abelowych, zauwazy¢, ze jesli grupa
abelowa nie jest cykliczna, to ma podgrupe postaci Z, @® Z,, ktéra ma p? elementéw rzedu
dzielacego p; skorzystaé z poprzedniego zadania)

Generator grupy multiplikatywnej ciata skonczonego nazywa si¢ jego elementem pierwotnym.
Ile elementéw pierwotnych ma ciatlo 9-elementowe? Ile elementéw pierwotnych ma ciato 32-
elementowe?

Udowodni¢ ze w ciele charakterystyki p > 0, dla dowolnego n > 1, zachodzi réwnosé
(z+y)" =2 + 4"

Wykazaé, ze w ciele g-elementowym, ¢ = p”, wielomian 9~ — 1 ma rozklad na czynniki liniowe.
Udowodnié¢ wzor Wilsona: dla liczby pierwszej p

(p—1)!=-1 (mod p).

Wykazaé, ze algebraiczne domknigcie ciata skonczonego jest nieskonczone.

Wykazaé, ze jesli p jest liczba pierwsza, to dla kazdego n > 1 istnieje wielomian nierozktadalny
W Zp[z], (Wskazowka: Wykorzystaé odpowiednio fakt z Zad. 8).

Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany stopnia 2 nierozkladalne w Zs[z].
Wielomian 28 — 1 rozlozyé na czynniki nierozkladalne w pierécieniu Zy[z].

Na podstawie Zadania 10 z Listy 9, poda¢ konstrukcje ciata 9-elementowego. Kazdy element
ciala przedstawi¢ w dwéch postaciach: jako potegi wybranego elementu pierwotnego i jako kom-
binacji liniowej elementéw wybranej bazy; (takie przedstawienie wyznacza jednoczeénie dzialania
mnozenia i dodawania w ciele).

Poda¢ druga konstrukcje wybierajac inny wielomian i pokazaé ze otrzymane ciala sa izomorficzne.



17. Niech K bedzie cialem i f(z) € K[x]. Niech a, b beda dowolnymi pierwiastkami wielomianu f(z).

18.

Udowodni¢, ze jesli f(x) jest nierozkladalny w K[z], to miedzy cialami K(a) i K(b) istnieje
naturalny izomorfizm bedacy tozsamo$cia na elementach ciata K i przeksztalacajacy a na b.

Udowodnié, ze jesli dwa skonczone ciata maja te sama ilo$¢ elementéw, to sg izomorficzne.

Wynika stad, ze z dokladnoscia do izomorfizmu istnieje doktadnie jedno cialo p"-elementowe,
dla ustalonej liczby n > 1 i liczby pierwszej p. Takie cialo nazywa sie cialem Galois rzedu
g = p" i oznaczane jest symbolem GF(p,n) lub Fy.



