10.

Algebra abstrakcyjna
Lista 9

. Poda¢ przyktad pierécienia catkowitego R i elementu nierozkladalnego a € R, takiego ze a nie

jest elementem pierwszym.

Ideat I pierécienia pierwszego nazywamy pierwszym, jesli dla dowolnych a,b € R z tego, ze ab € I
wynika, ze albo a € I albo b € I. Pokazac:

(i) element a € R jest pierwszy wtedy i tylko wtedy gdy ideal gléwny (a) jest pierwszy;

(ii) ideal I <1 R jest pierwszy wtedy i tylko wtedy gdy pierscien ilorazowy R/I jest caltkowity.

Udowodnié, ze w pierscieniu ideatow gléwnych R dla kazdych elementéw a,b € R istnieje dobrze
zdefiniowany najwiekszy wspdlny dzielnik NWD(a, b).

. Udowodnié, ze w pierscieniu ideatéw gtéwnych, dla dowolnych elementéw a, b, rownanie Bézout

ax + by =NWD(a, b) ma rozwiazanie.

Wykazaé, ze w pierécieniu ideatéw gtéwnych nie ma nieskonczonych ciagéw wstepujacych ideatéow
Iy C I, C I3 C ... (gdzie wszystkie zawierania sa wlasciwe).

Pokazaé, ze pierscien liczb catkowitych Gaussa Z[i] jest pierScieniem euklidesowym (a co za
tym idzie jest pierécieniem z jednoznacznos$cia rozkladu). Jakie sa elementy odwracalne tego
pierscienia? Wyznaczy¢ NWD(1 — 24,3+ 57) w tym pierScieniu. Jaki jest ideal (1 —2¢)+ (34 5i)7

Wykazaé izomorfizm ciat: R[x]/(2% + 1) = C.
Wykazaé, ze wielomiany 22 + 1 oraz 2® + = + 4 sa nierozkladalne w Zq;.
Ile elementéw maja ciata Ziq[x]/(2% + 1) i Zn|2]/ (23 + 2z + 4).

Niech p bedzie liczba pierwszg. Jak skonstruowaé ciato p*-elementowe?



