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Wykład 2 (cd)

Def. H ¬ G podgrupa normalna, jeśli (∀g ∈ G) gH = Hg piszemy H CG lub H E G

Stw. |G : H| = 2, to H CG

Ex. An C Sn

Twierdzenie. H CG ⇐⇒ g−1Hg = H (dla każdego g ∈ G)

⇐⇒ g−1Hg ⊆ H (dla każdego g ∈ G)

Twierdzenie. Zbiór warstw G/H z działaniem Ha ·Hb = H(ab) tworzy grupę,

zwaną grupą ilorazową.

Uwaga: poprawność definicji działania!

Def. (G, ◦), (H, ∗) grupy, to f : G→ H homomorfizm, jeśli f(a ◦ b) = f(a) ∗ f(b)

dla wszystkich a, b ∈ G.

*Jeśli oba działania oznaczymy znakiem mnożenia, to warunek ma postać: f(a·b) = f(a)·f(b).

Stw. Homomorfizm zachowuje e oraz a−1.

Def. Jądro Kerf , Obraz Imf , mono, epi, izo.

Stw. Kerf CG

Twierdzenie. Odwzorowanie κ : G → G/H : g → Hg jest epimorfizmem, i zwane jest

epimorfizmem kanonicznym.

Wn. Jądra ←→ podgrupy normalne

Wykład 3

Twierdzenie. (o izomorfizmie) Dla każdego homomorfizmu f : G→ H istnieje dokładnie

jeden izomorfizm φ : G/Kerf → Imf , taki że f = κ ◦ φ.

Wn. Wszystkie homomorfizmy wyznaczone są (z dokładnością do izo) przez epimorfizmy

kanoniczne.

Wn. obrazy homomorficzne ←→ grupy ilorazowe
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Ex. f : Sn → C2 = {−1, 1} parzystość

Ex. φ : Z→ Zn reszta modulo n

Ex. h : GLn(R)→ R∗ : M → det(M) (hom: Tw. Cauchy’ego)

*macierze nieosobliwe nad dowolnym ciałem GLn(K)

Komutant grupy

Def. Komutator [x, y] = x−1y−1xy

Def. Komutant [G,G] = {[x, y] : x, y ∈ G}

Stw. [G,G] = {[x1, y1][x2, y2] . . . [xk, yk] : xi, yi ∈ G, k ∈ N}

Twierdzenie. [G,G] jest podgrupą normalną G: [G,G] E G

Centrum grupy

Def. Z(G) = {g ∈ G : (∀x ∈ G) gx = xg} centrum grupy G

Twierdzenie. Z(G) jest podgrupą normalną G: Z(G) E G

Klasyfikacja grup abelowych

Def. Iloczynem prostym grup G1, G2 nazywamy grupę na zbiorze G1 × G2 z działaniem

określonym ”po osiach”: (a1, a2) · (b1, b2) = (a1b1, a2b2) (sprawdzić, że grupa)

Stw.. Iloczyn prostych grup abelowych jest grupą abelową.

W przypadku zapisu addytywnego mówimy o sumie prostej i używamy zapisu G1 ⊕G2.

Twierdzenie. A,B ¬ G abelowa, A ∩B = {0} =⇒ 〈A ∪B〉 ∼= A⊕B.

* Uogólnienia: więcej składników, nieabelowe A,B CG
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Twierdzenie. Abelowa |G| = mn, (m,n) = 1 =⇒ ist. G1, G2 ¬ G takie, że G ∼= G1 ⊕ G2,
|G1| = m, |G2| = n.

Ex. Zmn ∼= Zm ⊕ Zn

Wn. abelowa |G| = pk11 . . . p
km
m (pi rożne liczby pierwsze) rozkłada się na sumę prostą swoich

podgrup G ∼= G1 ⊕ . . .⊕Gm, gdzie |Gi| = pkii (p-grupy).

abelowa p-grupa, |G| = pk ???

Twierdzenie. abelowa |G| = pk, a ∈ G najwyższego rzędu =⇒ G ∼= 〈a〉 ⊕ T
dla pewnej T ¬ G. (dowód pomijamy).

Twierdzenie. Każda skończona grupa abelowa jest sumą prostą grup cyklicznych.

Ex. Grupy abelowe rzędu 16 ???
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Ex. f : Sn → C2 = {−1, 1} parzystość
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Ex. h : GLn(R)→ R∗ : M → det(M) (hom: Tw. Cauchy’ego)

*macierze nieosobliwe nad dowolnym ciałem GLn(K)

Komutant grupy

Def. Komutator [x, y] = x−1y−1xy
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Def. Iloczynem prostym grup G1, G2 nazywamy grupę na zbiorze G1 × G2 z działaniem

określonym ”po osiach”: (a1, a2) · (b1, b2) = (a1b1, a2b2) (sprawdzić, że grupa)

Stw.. Iloczyn prostych grup abelowych jest grupą abelową.
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Twierdzenie. Abelowa |G| = mn, (m,n) = 1 =⇒ ist. G1, G2 ¬ G takie, że G ∼= G1 ⊕ G2,
|G1| = m, |G2| = n.

Ex. Zmn ∼= Zm ⊕ Zn

Wn. abelowa |G| = pk11 . . . p
km
m (pi rożne liczby pierwsze) rozkłada się na sumę prostą swoich

podgrup G ∼= G1 ⊕ . . .⊕Gm, gdzie |Gi| = pkii (p-grupy).

abelowa p-grupa, |G| = pk ???

Twierdzenie. abelowa |G| = pk, a ∈ G najwyższego rzędu =⇒ G ∼= 〈a〉 ⊕ T
dla pewnej T ¬ G. (dowód pomijamy).

Twierdzenie. Każda skończona grupa abelowa jest sumą prostą grup cyklicznych.

Ex. Grupy abelowe rzędu 16 ???
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Wykład 2 (cd)

Def. H ¬ G podgrupa normalna, jeśli ( g  G∀ ∈ ) gH = Hg piszemy H C G lub H E G

Stw. |G : H| = 2, to H C G

Ex. An C Sn

Twierdzenie. H C G ⇐⇒ g−1Hg = H (dla każdego g  G∈ )
⇐⇒ g−1Hg  H⊆ (dla każdego g  G∈ )

Twierdzenie. Zbiór warstw G/H z działaniem Ha · Hb = H(ab) tworzy grupę,

zwaną grupą ilorazową.

Uwaga: poprawność definicji działania!

Def. (G,◦),(H,∗) grupy, to f : G → H homomorfizm, jeśli f(a ◦ b) = f(a)  f∗ (b) dla wszystkich a,b  ∈

G.

*Jeśli oba działania oznaczymy znakiem mnożenia, to warunek ma postać: f(a·b) = f(a)·f(b).

Stw. Homomorfizm zachowuje e oraz a−1.

Def. Jądro Kerf, Obraz Imf, mono, epi, izo.

Stw. Kerf C G

Twierdzenie. Odwzorowanie κ : G → G/H : g → Hg jest epimorfizmem, i zwane jest epimorfizmem 
kanonicznym.

Wn. Jądra ←→ podgrupy normalne
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Wykład 3

Twierdzenie. (o izomorfizmie) Dla każdego homomorfizmu f : G → H istnieje dokładnie jeden 

izomorfizm φ : G/Kerf → Imf, taki że f = κ ◦ φ.

Wn. Wszystkie homomorfizmy wyznaczone są (z dokładnością do izo) przez epimorfizmy 
kanoniczne.

Wn. obrazy homomorficzne ←→ grupy ilorazowe

Ex. f : Sn → C2 = {−1,1} parzystość

Ex. φ : Z → Zn reszta modulo n

Ex. h : GLn(R) → R  ∗ : M → det(M) (hom: Tw. Cauchy’ego) *macierze 
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nieosobliwe nad dowolnym ciałem GLn(K)

Komutant grupy

Def. Komutator [x,y] = x−1y−1xy

Def. Komutant [G,G] = {[x,y] : x,y  G}∈

Stw. [G,G] = {[x1,y1][x2,y2]...[xk,yk] : xi,yi  G,k  ∈ ∈ N}

Twierdzenie. [G,G] jest podgrupą normalną G: [G,G] E G

Centrum grupy

Def. Z(G) = {g  G ∈ : ( x  G∀ ∈ ) gx = xg} centrum grupy G

Twierdzenie. Z(G) jest podgrupą normalną G: Z(G) E G

Klasyfikacja grup abelowych

Def. Iloczynem prostym grup G1,G2 nazywamy grupę na zbiorze G1 × G2 z działaniem określonym 

”po osiach”: (a1,a2) · (b1,b2) = (a1b1,a2b2) (sprawdzić, że grupa)
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Stw.. Iloczyn prostych grup abelowych jest grupą abelową.

W przypadku zapisu addytywnego mówimy o sumie prostej i używamy zapisu G1  G⊕ 2.

Twierdzenie. A,B ¬ G abelowa, A ∩ B = {0} =  hA  Bi ⇒ ∪ ∼= A  B⊕ .

* Uogólnienia: więcej składników, nieabelowe A,B C G

Twierdzenie. Abelowa |G| = mn, (m,n) = 1 =  ⇒ ist. G1,G2 ¬ G takie, że G ∼= G1  G⊕ 2, |G1| = m, |G2| = 

n.

Ex. Zmn 
∼= Zm  ⊕ Zn

Wn. abelowa |G|  (pi rożne liczby pierwsze) rozkłada się na sumę prostą swoich 

podgrup G ∼= G1  ...  G⊕ ⊕ m, gdzie |Gi| = pk
i
i (p-grupy).

abelowa p-grupa, |G| = pk ???

Twierdzenie. abelowa |G| = pk, a  G ∈ najwyższego rzędu =  G ⇒ ∼= hai  T ⊕ dla pewnej 

T ¬ G. (dowód pomijamy).

Twierdzenie. Każda skończona grupa abelowa jest sumą prostą grup cyklicznych.
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Ex. Grupy abelowe rzędu 16 ???
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