(Charkateryzacja rozszerzen normalnych) JeSli K C L C alg(K), to nastgpujace warunki rownowazne:
(i) L jest rozszerzeniem normalnym K;
(i1) jeSli @ : L — alg(K) jest K-monomorfizmem, to ¢(L) = L;

(iii) jesli f(x) € K[x] nierozkladalny i ma pierwiastek w L, to ma wszystkie pierwiastki w L (rozktad

liniowy).
Dowéd:

(1) = (1) Uw: Przy homomorfizmie, pierwiastki danego wielomianu przechodzq na pierwiastki tego

wielomianu.



(i) = (iii) K C L algebraiczne, a,b € L pierwiastki wielomianu f(x) nierozktadalnego w K|x].
Wowczas istnieje K-izomorfizm ¢ . K(a) — K(b), taki ze ¢p(a) = b i da si¢ rozszerzy¢ na L.

(i) => (iii)

WLEASNOSCI:

1. Kazde rozszerzenie algebraiczne zawarte w normalnym
2. () normalnych — normalne
3. istn. najmniejsze normalne rozszerzenie dowolnego L O K — domknigcie normalne (ﬂ)

4. zlozenie normalnych — normalne (podkrata)



TEORIA GALOIS (zwiazki migdzy teorig ciat i teorig grup)

Automorfizmy ciala L tworza grupe Aut(L).

Niech L O K. Wtedy K-automorfizmy L (= stabilizujace kazdy element K) tworza podgrupg Aut(L)
oznaczang G(L/K) lub Gal(L/K) zwana grupq Galois rozszerzenia L D K.

Odwrotnie: dla G < Aut(L), zbiér L¢ = {a € L : Vo € G (¢p(a) = a)} elementéw statych dla G jest
podciatem L.

Twierdzenia o rzedach grup i stopniach rozszerzen
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Jesli G < Aur(L), to |G| = [L : L. | Z// V\M\ML«L ) B

@ Jesli L 2 K jest normalne, to |G(L/K)| =[L : K]. (char(K) = 0) g
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Glowne twierdzenia teorii Galois

(w przypadku rozszerzen skoniczonych i char(K) = 0)

Dla rozszerzenia normalnego L 2 K 1stn1q@dpow1edmosc pomigdzy podciatami L D M 2 K

oraz podgrupam1 {1} < H < G(L/K) dana funkcjga : M - G(L/M); —
(e ans

funkcja f : H — L* jest odwrotna do «;

% ponadto M, 2 M, < G(L/M,) C G(L/M,) (antyizomorfizm).
=

oL( M M) = ol i) ()

Skoro \E/ﬁjest normalne, to kazde L/ M tez, natomiast:
LBk < o) nal(ms)
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M /K jestnormalne < G(L/M) < G(L/K). (stad ta sama nazwa!)
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Grupa Galois wielomianu l NN AR
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DEF. @rupa Galois wielomianu f € K|[x] stopnia > I)\GK( f)=G(L/K), gdzie L = K(a,, ...,a,) cialo
rozktadu f. —'F — ~ e ———

G (f) wyznaczone przez permutacje a,, ..., a, utozsamiamy z G < .S,,.
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DEF. G nazywamy grupq rozwiqzalng jesli istnieje ciag podgrup normalnych
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G=G,>G >..>G,= {1} G2 G, 2.

taki ze kazda grupa ilorazowa G, | /G, jest abelowa (wieza abelowa podgrup). @ G s 4 \
Sy ”’ AN
L i > Q) & Cipt o
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Kazda grupa abelowa jest rozwigzalna (G > {1})
Kazda podgrupa grupy rozwiazalnej jest rozwiazalna.
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Sposrod wielu faktow potrzebne nam bedq jeszcze dwa: \

\LC:J VAe \A]Af VWeres 2pdor

Aj nie jest rozwigzalna (bo jest prosta nicabelowa) //—7
Niech G > H.Jesli H i G/ H rozwiazalne, to G tez rozwiazalna.
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Prypomnijmy: >~

DEF. a € alg(K) jest pierwiastnikowy nad K (wyrazalny przez pierwiastniki), jesli istnieje ciag

K=K,CK,C...CK,>a,takize K, = K,_,(x" — a;) — cialo rozkladu wielomianu, g; € K;,_,n > 1.
. \

(Dla char(K) =0!!!) ciato r(K)

£ 3n
G (x" — ) jest rozwiazalna dla a € K /
LEMI: Gy(x'" = 1) jest abelowa = \< ( EV]) Z V‘\F U( _’z W ZV\T
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LEM2: G (x" — a) jest abelowa, jesli ¢, a € K. U/{: ki ~ (é >
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Niech [L : K] < oo i p bedzie najwigkszym dzielnikiem pierwszym p|[L : K]. Wtedy nast¢pujace
warunki sa rOwnowazne: T

@) L € r,(K),
(i) L € r(K),

J, rerto. |
(iii) G(L/K) jest rozwiazalna.

WNIOSEK: Dla f € K[x], jeSli G¢(f) nie jest rozwiazalna, to pierwiastki rownania f(x) = 0 nie dadza si¢ ) 5 i
wyrazi¢ wzorami przy pomocy dziatan arytmetycznych i pierwiastnikOw stopnia .
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Jesli f € Q[x] nierozktadalny stopnia p pierwszego i f ma doktadnie p—2 pierwiastkow rzeczywistych,

to G(f) & S, (nierozwigzalna dla p > 5) R z,
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WNIOSEK 1: x> —2gx — g, gdzie q - liczba pierwsza, jest nierozwiazywalny przez pierwiastniki.
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WNIOSEK 2: Istnieja liczby algebraiczne nie nalezace do r(@) WD >< >< 4
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WNIOSEK 3: ,,Wzory” na rozwiazywanie rownan f(x) = 0 dla degf = 5 nie istnieja.
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Ogolniej: TWIERDZENIE RUFFINIEGO-ABELA

L =K(a,...,a,),a,,...,a, - algebraicznie niezalezne nad K, f(x) = x" + alx”‘1 +...+a, € K[x],
to Ge(f) = S,

WNIOSEK: Roéwnanie f(x) = 0 dla wielomianu f € Q[x] jest rozwigzalne w pierwiastnikach < n < 4.
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