
▨ (Charkateryzacja rozszerzeń normalnych) Jeśli K ⊆ L ⊆ alg(K), to następujące warunki równoważne:

(i) L jest rozszerzeniem normalnym K;

(ii) jeśli ' ∶ L→ alg(K) jest K-monomorfizmem, to '(L) = L;

(iii) jeśli f (x) ∈ K[x] nierozkładalny i ma pierwiastek w L, to ma wszystkie pierwiastki w L (rozkład
liniowy).

Dowód:

(i) ⟹ (ii) UW: Przy homomorfizmie, pierwiastki danego wielomianu przechodzą na pierwiastki tego
wielomianu.
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(ii) ⟹ (iii) ▨ K ⊆ L algebraiczne, a, b ∈ L pierwiastki wielomianu f (x) nierozkładalnego w K[x].
Wówczas istnieje K-izomorfizm � ∶ K(a) → K(b), taki że �(a) = b i da się rozszerzyć na L.

(ii) ⟹ (iii)

▨ WŁASNOŚCI:

1. Każde rozszerzenie algebraiczne zawarte w normalnym

2.
⋂

normalnych – normalne

3. istn. najmniejsze normalne rozszerzenie dowolnego L ⊃ K – domknięcie normalne
(
⋂
)

4. złożenie normalnych – normalne (podkrata)
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TEORIA GALOIS (związki między teorią ciał i teorią grup)

▨ Automorfizmy ciała L tworzą grupę Aut(L).

▨ Niech L ⊇ K . Wtedy K-automorfizmy L (= stabilizujące każdy element K) tworzą podgrupę Aut(L)
oznaczaną G(L∕K) lub Gal(L∕K) zwaną grupą Galois rozszerzenia L ⊇ K .

▨ Odwrotnie: dla G ≤ Aut(L), zbiór LG = {a ∈ L ∶ ∀' ∈ G ('(a) = a)} elementów stałych dla G jest
podciałem L.

Twierdzenia o rzędach grup i stopniach rozszerzeń

▨ Jeśli G ≤ Aut(L), to |G| = [L ∶ LG].

▨ Jeśli L ⊇ K jest normalne, to |G(L∕K)| = [L ∶ K]. (char(K) = 0)
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Główne twierdzenia teorii Galois

(w przypadku rozszerzeń skończonych i char(K) = 0)

▨ Dla rozszerzenia normalnego L ⊇ K istnieje 1-1
na odpowiedniość pomiędzy podciałami L ⊇ M ⊇ K

oraz podgrupami {1} ≤ H ≤ G(L∕K) dana funkcją � ∶M → G(L∕M);

funkcja � ∶ H → LH jest odwrotna do �;
ponadtoM1 ⊇ M2 ⟺ G(L∕M1) ⊆ G(L∕M2) (antyizomorfizm).

Skoro L∕K jest normalne, to każde L∕M też, natomiast:

▨ M∕K jest normalne ⟺ G(L∕M) ⊲ G(L∕K). (stąd ta sama nazwa!)
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PRZYKŁAD: ℚ
(
√

2,
√

3
)

.
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Grupa Galois wielomianu

DEF. Brupa Galois wielomianu f ∈ K[x] stopnia ≥ 1 – GK(f ) = G(L∕K), gdzie L = K(a1,… , an) ciało
rozkładu f .

▨ GK(f ) wyznaczone przez permutacje a1,… , an utożsamiamy z G ≤ Sn.

TEORIA GRUP (cd)

DEF. G nazywamy grupą rozwiązalną jeśli istnieje ciąg podgrup normalnych

G = G0 ⊳ G1 ⊳… ⊳ Gn = {1}

taki że każda grupa ilorazowa Gi+1∕Gi jest abelowa (wieża abelowa podgrup).

▨ Każda grupa abelowa jest rozwiązalna (G ⊳ {1})
▨ Każda podgrupa grupy rozwiązalnej jest rozwiazalna.

Dowód:
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Spośród wielu faktów potrzebne nam będą jeszcze dwa:

▨ A5 nie jest rozwiązalna (bo jest prosta nieabelowa)
▨ Niech G ⊳H . JeśliH i G∕H rozwiązalne, to G też rozwiązalna.
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Prypomnijmy:

DEF. a ∈ alg(K) jest pierwiastnikowy nad K (wyrażalny przez pierwiastniki), jeśli istnieje ciąg
K = K0 ⊂ K1 ⊂… ⊂ Kr ∋ a, taki że Ki = Ki−1(xn − ai) – ciało rozkładu wielomianu, ai ∈ Ki−1, n ≥ 1.
(Dla char(K) = 0 !!!) ciało r(K)

▨ GK(xn − a) jest rozwiązalna dla a ∈ K

LEM1: GK(xn − 1) jest abelowa

LEM2: GK(xn − a) jest abelowa, jeśli �n, a ∈ K .
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PRZYKŁAD: GQ(x3 − 2)
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▨ Niech [L ∶ K] < ∞ i p będzie największym dzielnikiem pierwszym p|[L ∶ K]. Wtedy następujące
warunki są równoważne:

(i) L ⊆ rp(K),

(ii) L ⊆ r(K),

(iii) G(L∕K) jest rozwiązalna.

WNIOSEK: Dla f ∈ K[x], jeśli GK(f ) nie jest rozwiązalna, to pierwiastki równania f (x) = 0 nie dadzą się
wyrazić wzorami przy pomocy działań arytmetycznych i pierwiastników stopnia n.
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▨ Jeśli f ∈ Q[x] nierozkładalny stopnia p pierwszego i f ma dokładnie p−2 pierwiastków rzeczywistych,
to G(f ) = Sp. (nierozwiązalna dla p ≥ 5)

WNIOSEK 1: x5 − 2qx − q, gdzie q - liczba pierwsza, jest nierozwiązywalny przez pierwiastniki.

WNIOSEK 2: Istnieją liczby algebraiczne nie należące do r(ℚ).

WNIOSEK 3: ,,Wzory” na rozwiązywanie równań f (x) = 0 dla degf = 5 nie istnieją.
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Ogólniej: TWIERDZENIE RUFFINIEGO-ABELA

▨ L = K(a1,… , an), a1,… , an - algebraicznie niezależne nad K , f (x) = xn + a1xn−1 +…+ an ∈ K[x],
to GK(f ) ≅ Sn.

WNIOSEK: Równanie f (x) = 0 dla wielomianu f ∈ ℚ[x] jest rozwiązalne w pierwiastnikach ⟺ n ≤ 4.
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