
Wykład 6 (teoria pierścieni)

Def. Pierścień R = (R,+, ·)

1. (R,+) grupa

2. (R, ·) łączność (półgrupa)

3. rozdzielności:

pierścień przemienny, z jedynką,

dzielniki zera

(R z 1): elementy odwracalne, U(R) – grupa

pierścień z dzieleniem

ciało – z dzieleniem, przemienny

Podpierścień –

Przykłady:

1. (Z,+, ·), ciała: Q,R,C

2. pierścień bez jedynki 2Z - parzyste

3. (Zm,+m, ·m), dzielniki zera

4. Zp – ciało, p - liczba pierwsza (dowód – dalej)

5. Z[
√
d] = {a+b

√
d : a, b ∈ Z} ¬ C, (dla d ∈ Z,

√
d /∈ Z)

Z[
√
−1] = {a+bi : a, b ∈ Z} pierścień liczb całkowitych Gaussa
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Elementarne własności:

1. a · 0 = 0 · a = 0

2. a · (−b) = (−a) · b = −(a · b)

3. (−a) · (−b) = a · b

4. (−1) · a = −a, jeśli 1 ∈ R

5. (a+ b)2 = a2 + b2 + ab+ ba

Twierdzenie. R przemienny z 1 jest ciałem ⇐⇒ nie ma dzielników zera.

Dowód:

Wniosek 1: Zp jest ciałem

(wtedy i tylko wtedy gdy p jest liczbą pierwszą)

Wniosek 2: Małe Twierdzenie Fermata: xp−1 ≡ 1 (mod p)
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Homomorfizm pierścieni

Def. f : R→ S homomorfizm jeśli

(i) f(x+ y) = f(x) + f(y) dla wszystkich x, y ∈ R

(ii) f(x · y) = f(x) · f(y) dla wszystkich x, y ∈ R

Def. Kerf = {r ∈ R : f(r) = 0} jądro

Twierdzenie:

(i) Kerf jest podgrupą (R,+)

(ii) r·Kerf , Kerf ·r ⊆ Kerf (dla każdego r ∈ R)

Def. Podzbiór I ⊆ R nazywamy ideałem, jeśli spełnia

(i) I jest podgrupą (R,+)

(ii) rI, Ir ⊆ I dla każdego r ∈ R

(w szczególności I jest podpierścieniem!)

Piszemy: I CR
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Pierścień ilorazowy R/I (dla I CR):

R/I = {r+I : r ∈ R} zbiór warstw (R,+) – grupa addytywna

definiujemy mnożenie: (r + I) · (s+ I) def= (rs) + I

Twierdzenie: Definicja nie zależy od wyboru reprezentantów.

Dowód:
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