
TEORIA CIAŁ — Rozszerzenia ciał (w.9)

DEF. Dwa ciała L ⊇ K , wtedy: K podciało L lub L rozszerzenie K

▨ L można traktować jako przestrzeń liniową nad K – dimKL = [L ∶ K] stopień rozszerzenia

PRZYKŁADY:

[ℂ ∶ ℝ] = 2, baza {1, i}

[ℝ ∶ ℚ] = ∞ nie ma skończonego zbioru generatorów

[ℚ(
√

2) ∶ ℚ] = 2 baza {1,
√

2}

▨ L ⊇ M ⊇ K ciała, to [L ∶ K] = [L ∶M][M ∶ K].

1



DEF. a ∈ L ⊇ K element algebraiczny nad K , jeśli istn. f ∈ K[x] ∶ f (a) = 0.
DEF. f - wielomian minimalny elementu algebraicznego a, jeśli najniższego stopnia, unormowany

FAKT: f minimalny ⟹ nierozkładalny, wyznaczony jednoznacznie, ma(x), dzieli wszystkie inne. . .

DEF. w przeciwnym razie a transcendentny (lub przestępny)

▨ [L ∶ K] <∞, to każdy element L algebraiczny nad K

PRZYKŁADY: 2 + i,
√

1 + 3
√

2
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DEF. a ∈ L ⊇ K , K(a) – najmniejsze podciało L zawierające K i a,
K[a] – najmniejszy podpierścień L zawierający K i a.

Definicja poprawna, bo
▨

⋂

przekrój dowolnej rodziny podciał (podpierścieni) jest podciałem (podpierścieniem),

▨ a algebraiczny nad K , n – stopień ma(x) wielomianu minimalnego a, to
K(a) = {c0 + c1a +…+ cn−1an−1 ∶ ci ∈ K} = K[a].
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WNIOSEK: Jeśli a jest elementem algebraicznym nad K , to [K(a) ∶ K] = deg (ma(x)).
stopień rozszerzenia = stopień wielomianu minimalnego = (def ) stopień elementu a

▨ L ⊆ K . Zbiór algK(L) elementów L algebraicznych nad K jest ciałem L ⊆ algK(L) ⊆ K .

▨ Ciała algℚ(ℂ), algℚ(ℝ) są przeliczalne (ℵ0).

▨ Liczb przestępnych w ℝ jest nieprzeliczalnie wiele (continuum). (WNIOSEK: [ℝ ∶ ℚ] = ∞).

▨ Konkretne liczby przestępne: pewna klasa rozwinięć nieskończonych (Liouville 1844),
liczba e (Hermite 1873), liczba � (Lindemann 1882), liczby postaci ab, 2

√

2 (Gelfond 1934),

Oznaczenia: K[x], K(x) – ciało funkcji wymiernych nad K , rozszerzenia o element niealgebraiczny x
K(�) ≅ K(x), K[�] ≅ K[x]

▨ Dla ciała K następujące warunki są równoważne:
(i) każdy f ∈ K[x] ma pierwiastek w K
(ii) każdy f ∈ K[x] rozkłada się w K na czynniki liniowe
(iii) K nie ma rozszerzeń skończonych
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DEF. ⇑ ciało algebraicznie domknięte (na przykład ℂ

▨ Ciało algℚ(ℂ) jest algebraicznie domknięte.

▨ Każde ciało ma rozszerzenie do ciała algebraicznie domkniętego, i takie rozszerzenie jest wyznaczone
jednoznacznie (z dokładnością do izomorfizmu).

Najpierw:

DEF. Jeśli istn. ciało L ⊇ K , w którym f ∈ K[x] ma rozkład na czynniki liniowe, to takie ciało
z najmniejszym stopniem rozszerzenia [L ∶ K] nazywamy ciałem rozkładu wielomianu f ,

▨ f ∈ K[x], deg(f ) = n > 0, to istn. rozszerzenie L ⊇ K , [L ∶ K] ≤ n, w którym f ma pierwiastek.
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▨ WNIOSEK. . . . istn. rozszerzenie L ⊇ K , [L ∶ K] < n!, w którym f ma rozkład na czynniki liniowe.

▨ Ciało rozkładu wielomianu K(f ) = K(a1,… , a + m) jest wyznaczone jednoznacznie z dokładnością
do izomorfizmu.

PRZYKŁADY. ℝ(x2 + 1), ℚ(x3 − 2), ℚ((x2 + 1)(x2 − 2))
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