Wyktad 9 (cd)

Réwnania rézniczkowe

PrzykrAD 1. Predko$é¢ rozpadu pierwiastka promieniotworczego jest ujemna i
proporcjonalna do masy substancji, ktéra w danej chwili jeszcze sie nie rozpadta.
Wspotezynnik proporcjonalnosci £ > 0, bedacy wielkoscia charakterystyczng dla
danej substancji, jest stalty. Wyznaczy¢ zaleznos¢ masy pierwiastka od czasu.

m/(t) = —km(t).

m(t) = Ce " speia to réwnanie

m(t) = Ce %, C >0
L
r t

m(t) = Ce %, C <0

Czy sa inne rozwiazania?

warunki poczatkowe np. m(ty) = my




PrzykKrAD 2. Czy istnieje krzywa gladka (majaca styczne w kazdym punkcie
dziedziny), taka ze kazdy punkt tej krzywej dzieli odcinek stycznej w tym punkcie
zawarty miedzy osiami uktadu wspotrzednych na dwie rowne czesci?

2y(t)
A A
ot 8¢

tga = —tg(m —a) =y'(t)

/

y=—ty

Zgadujemy rozwiazanie

rodzina hiperboli

warunki poczatkowe: y(to) = yo

daja: C' = yotp 1 rozwigzanie:




DEF. Réwnanie rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu — w postaci nor-
malnej

v = ft,y).
Ogélng forma:
F(t,y,y')=0.

Funkcja y = y(t) spelniajaca réwnanie: rozwiazgnie

Rozwiazanie w postaci uwiktanej G(y,t) = 0 nazywa sie tez calkq réwnania roz-
niczkowego, a samo rozwiazywanie rOwnania — catkowaniem

PrzykrAD. Caltka rownania rézniczkowego

’ 92

4 :_1+ty

jest funkcja y = y(t) dana w sposob uwiklany rownaniem ye'¥ = C'
(dla dowolnej statej C); Sprawdzié.

Na og6l: cata rodzina rozwiazan (zawierajaca dowolng stala C)

DEF. Roéwnanie rézniczkowe z warunkiem poczgtkowym:

y/ = f(tv y)a y(tO) =Y

nazywamy zagadnieniem poczatkowym (lub zagadnieniem Cauchy’ego).

Rozwiazanie: na og6t jedna konkretna funkcja: krzywa catkowa przechodzaca przez
punkt (fo, yo)-




PRZYKELAD.

Zgadnienie poczatkowe moze mie¢ wiecej niz jedno rozwiazanie. Dla przykitadu zagad-
nienie ¢ = 2+/|y|, »(0) = 0 ma nieskoriczenie wiele rozwiazan. Rzeczywiscie, latwo
sprawdzi¢, ze y(t) = 0 jest jego rozwiazaniem. Ponadto rozwiazaniami sa funkcje

okreslone wzorem
0 dla t<C,

yc(t)={ (t—C)? dla t>C,
Y
//

TWIERDZENIE (o0 istnieniu i jednoznacznacznosci rozwigzan r.r.)
Jezeli funkcja f(t,y) oraz jej pochodna czastkowa f(t,y) sa ciaglte na obszarze
D C R? to dla kazdego punktu (to,yo) € D zagadnienie poczatkowe

gdzie C' > 0 (rys.).
y=1yc(t)

y' = f(t,y), ylto) =wo

ma doktadnie jedno rozwigzanie

Interpretacja geometryczna: y = f(t,y) oznacza, ze w konkretnym punk-
cie (to,yo) tangens kata nachylenia stycznej do krzywej catkowej wynosi tga =

f(tmyo)-

Bardzo male odcinki tych stycznych w réznych punktach (¢, yo) wyznaczaja kie-
runki stycznych.
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(a) Pole kierunkoéw, (b) krzywe calkowe

Rys.



Wyktad 10

Réwnania rézniczkowe

Réwnanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych

y = g(t)h(y)
dy
— =gq(t)h
5 = Ih(y)
dy g(t)dt rozdzielone zmienne
— = zdz 7z
h(y)

. . dy

rozwigzanie / 7 / g(t)dt

w90

(Sprawdzic).

dy t
PRZYKLADY: — = 2y(t + 1 ==, oy =4/1 —y?%
dt y( ), Yy Y’ Y \/7,

Roéwnania rézniczkowe liniowe

y +p(t)y = q(t)
dla ¢(z) = 0 — réwnanie liniowe jednorodne.
Dwie metody rozwigzywania takich réwnan

Réwnanie liniowe jednorodne jest rownaniem o rozdzielonych zmiennych



Metoda I (uzmienniania statlej)
1. Rozwiazaé najpierw rownanie liniowe jednorodne (rozdzielajac zmienne)

2. Poszuka¢ rozwiazania ogélnego réwnania w tej samej postaci wstawiajac za statg

C' funkcje c(t).

3
PRZYKEAD. 3 = % +t

3
1. Rozwigzaniem jednorodnego y' — Ty = ( jest rodzina y = Ct?

3

2. Szukamy rozwiazania ogdlnego w postaci y = ¢(t)t°, wstawiajac do wyjsciowego

rOwnania:
(c(t)t?) = 3c(t)t* +t
czyli
() =t
Stad wyliczamy c(t) = —t=' + C} i ogélny wynik y = —t* + C1t* (Sprawdzié
szczegbly).

Mozna wykazaé, ze ta metoda zawsze dziata (prowadzi do réwnania o rozdzielonych
zmiennych z ¢(t)).

Metoda II (czynnika catkujacego)

Mnozymy cate réwnanie przez funkcje f(t)

@Y + fOpt)y = f{)a(t)
tak zeby lewa strona okazala sie pochodng iloczynu funkcji.

Mozna wykazaé, ze istniej taka funkcja postaci f(t) = e“®

y' eV 1+ eWp(t)y = eWq(t)

dajaca
(ye ™) = eWq(t)

Wtedy musi by¢ ¢ (t) = p(t).



3y

PRZYKEAD. o — 5= t
. . . C(t) . / 3
1. Szukamy czynnika catkujacego w postaci e®* gdzie ¢ (t) = 7
Rozwiazujac ostatnie réwnanie, mamy c(t) = —3Int (wystarczy wybraé¢ jedno roz-

wiazanie), co daje czynnik catkujacy: e 3™f =72,

po pomnozeniu catego rownania przez ten czynnik mamy

co po zwinieciu lewej strony (zgodnie z metoda) daje

(y/t—?))/ — t_2,

a wiec
yt 3 =—t14+C,

1 ostatecznie
y = —t*+ Ct>.

PRZYKEAD. ty +t*+ty=y (Odp.y = Cte™t —1).
Poprzednie przykltady (szczegély):

PRZYKLAD 1

dy

oyt +1

o = 2yt + 1)

d

Yoo+ 1)dt  luby=o0,
y

/CZ/:/z(t+1)dt

Inly|=t*+2t+C
|y| _ et2+2t60
y = :I:ecet2+2t

y = Cpet 2 (w tym Cy = 0)



PRZYKEAD 2

y=+tvVC — 12

PRZYKLAD 3

=dt lub y=+1

[rsm=]a
7
arcsiny =t + C

y =sin(t + C) lub y=1 lub



Wyktad 11

Transformata Laplace’a

Dla funkcji f okreslonej na [0, 00) oraz s € R definiujemy:

F(s) = / F(t)estdt

Funkcje tak zdefiniowana (w punktach s dla ktérych catka jest zbiezna) oznaczamy
takze L{f(t)} (operator Laplace’a).

PRZYKEAD. L{sinat} = /sin(at) e tdt =
0

3oz (hanastepnej stronie)

TWIERDZENIE (warunki wystarczajgce dla istnienia transformaty).

Jedli funkcja f @ [0,00) — R

(a) ma co najwyzej skonczona ilo$¢ punktéw nieciaglosci w kazdym przedziale [0, T,
(b) |f(#)] < MeCt dla pewnych M, C > 0,

to transformata F'(s) jest okreslona dla kazdego s > C'.

(Uzasadnié)

Transformaty wybranych funkcji

Funkcja (oryginal) | Transformata (obraz)
! :
tn s
sin Gt ﬁ
cos 3t po;
e sin [t =) I
e cos (3t (5—23720%2

10



PRzZYKEAD. L{sinat} = F(s) = /sin(at) e tdt
0

/sin(at) e tdt =

1
= ——sin(at) e + g/Cos(oaﬁ) e Sdt =
s s

1 1
= ——sin(at) e + 2 (— cos(at) e — e /sin(at) e“dt) =
s s

S

o) e
Ssm(oz)e

—

st

S

2

- :—2 cos(at) e — Z—Q sin(at) e *dt

2 | 2
1
sha /sin(at) e S'dt = — = sin(at) e " — e cos(at) e*"

s2 s 52
2 1
/sin(at) e Sdt = — j_ > e st (3 sin(at) + s% cos(at))
: —st 1 —st :
/Sln(at) e dt = —— ek (ssin(at) + acos(at))
2+«
stad
7Sin(at) e Stdt = — ! [e_St(s sin(at) + a cos(at))ro
5?2 + a? 0
0
1 o0 o}
T 21a [O—1~a}0 T o 21a?

11

u = sin(at) v =e"%

u' = acos(at) v=—Lle=*t
u = cos(at) v =
w = —asin(at) v =



TWIERDZENIE (réZnowarto$ciowo$é transformacji Laplace’a).
Jedli funkeje ciagte f(t) i g(t) maja takie same transformaty, to sa réwne.

(Uzasadnic).

Wtasnosci transformaty

limiowosd) £{af(t) + fg(t)} = aL{f (1)} + BL{g(1)}
zmiana skali) L{f(at)} = 1F(2)

s
a

(
(
(rézniczkowanie obrazu) L{t"f(t)} = (—1)"F™(s)
(

przesuniecie w obrazie) L{e® f(t))} = F(s — )

(Uzasadni¢)

5
s2—1

Znajdowanie oryginaléw PRZYKLAD: F(s) =

Rozwigzywanie rownan rézniczkowych
Transformaty pochodnych:

L{f(t)} = sF(s) = £(07),

L{f"(t)} = s°F(s) — sf(0%) = f'(07),

L{fO(H)} = s"F(s) = "7 f(0F) = s"2f/(0F) — ... = s"f70 (0F),

PRZYKLADY:
Ly —y=t y0)=0
2)y"+y=t; y(0)=0, y(0)=1

3) Rozwiaza¢ uktad rownan:

{f@——y
y(t) = —=

z warunkami poczatkowymi: z(0) = 2, y(0) = 0.

12



b

m@iaﬁ‘i y(t) otrzymamy réwnanie operatorowe postaci

¥ -y (0) Y=

= y(o) = 0, w-it:-ic! .

i U L

rawej strony na ulamki proste, otrzymamy

13



; ienl tkowego. Wted
nacza rozwiazanie rozwazanego zagadnienia pocza g y

y"(t) +y(t) =1,

rzymamy

d) Niech y(t) oz

Transformujac obustronnie poOwWYyZSz3 réwnos¢ ot
L{y" () +u(®)} = £{1).

Korzystajac z liniowosci przeksztalcenia Laplace’a dostaniemy

c{y"(t)} +£{y()} = L{t}-

Przyjmujac oznaczenie Y (s) = L{y(t)} oraz korzystajac ze wzoréw na transformate dru-

giej pochodnej mamy
1
$2Y(s) — sy (0F) —¢' (0F) +Y(s) = -

Wykorzystujac zadane warunki poczatkowe otrzymamy

Y(s) = .

: = . : :
Poniewaz — = L {t}, wiec szukane rozwiazane dane jest wzorem y(t) = t.
s

Metoda operatorowa rozwigza¢ podane zagadnienia poczatkowe dla ukladdéw réw-
nan rézniczkowych liniowych o statych wspélczynnikach:

a) {z, B e

y’:-—-.’l)‘
x’:—$+y+6t "
b , ¢(0) = =
){y’z gy e M
¥ =z+y
c) y/ =YU+2Z IL’(O):l, y(O):O, Z(O):l
ol o=
Rozwiazanie

a) Niech (z(t), y(t)) bedzie rozwiazaniem rozwazanego zagadnienia poczatkowego Wtedy

{2'(t) = —y(t)

y'(t) = —z(t)

Transformujac obie strony powyzszych réwnodci otrzymamy

{ S = et
LW O} = £{~s(t)} -
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fEiyjmujac oznacte® X(s) = L{z(t)}, Y(s) = L{y(1)}, korzystajac z liniowosci prze-
Lstalcenia Laplace’a oraz ze wzoru na transformate pierwszej pochodnej, mozemy po-
wyiszy uklad zapisa¢ w postaci

{SX(S) = B0 Jeen T )
sY(s) = y(0%) = -X(s)

Uwzgledniajac zadane warunki poczatkowe mamy

{sX(s) aNLE
X(s) + sY(s) =0~

Rozwiazujac ten uklad réwnai wzgledem transformat X(s), Y (s) dostaniemy

2s 1 1 B2 o
X(S)—1—32_5+1+s—1’ Y(s)—sz—l—s—1+s+1'

Poniewaz L {e_t} = 1 L{etl} = ;—é——l-, wiec

s+1
X(s)=L {et +e '}, Y(s)=£L {e=* - e s
Szukane rozwiazanie zagadnienia poczatkowego wyraza si¢ wzorem

(z(t),3(t)) = (2cht, —2sht).
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