Wyktad 7

Calki podwojne

Wstep (przypomnienie).

. b
Zeby obliczy¢ z definicji / f(z) dx po przedziale [a,b] z funkcji f(z)

1. dzielimy przedzial na n odcinkéow dlugosci Ax;,

2. w kazdym wybieramy punkt ¢; (zwiemy je punktami posrednimi), i

3. obliczamy sume » _ f(¢;)Aw;. (Jest to suma pol prostokatéw, jak na rysunku
i=1
ponizej.)

Jesli odcinki podziatu sa bardzo mate (n jest bardzo duze), to suma ta (zwana
sumq calkowq) przybliza pole (trapeza krzywoliniowego) pod krzywa y = f(z)
(przy zalozeniu, ze f(z) > 0).

W

y=f@

Catke oznaczong definiujemy jako granice ciggu sum catkowych odpowiadaja-
cych ciggowi podziatéw P, = {Ax;},—1 , odcinka [a,b], dla ktérych dtugosé 6(F,)
najdtuzszego odcinka w podziale P, dazy do 0. Zapisujemy to wzorem:

3(Pp)—0 =1

/f(x)dx: lim zn:f(ci)Axi,

Zakladamy przy tym, ze granica po prawej stronie istnieje i nie zalezy ani od
wyboru ciagu P, podzialéw odcinka [a, b], ani od wyboru punktéw posrednich ¢;.
Méwimy wtedy, ze funkcja f(x) jest calkowalna w przedziale [a, b].

Uwaga. Zatozenie, ze granica nie zalezy od ,sposobu przyblizania pola”!

Najwazniejsze twierdzenia rachunku catkowego, to:



1. funkcja ciagta w przedziale, za wyjatkiem ewentualnie skonczonej liczby punk-
tow, jest catkowalna

2. calke oznaczong mozna obliczy¢ przy pomocy calki nieoznaczonej (funkcji
pierwotnej) jako F'(b) — F(a).

Calka podwdjna.

Definiujemy ja analogicznie, tyle ze na prostokacie zamiast na odcinku. Dla danego
prostokata R o bokach réwnolegtych do osi Ox i Oy oraz funkcji dwoch zmiennych

f(z,y):

1. dzielimy ten prostokat na n prostokatéw (ktore catkowicie wypelniaja R i
maja roztaczne wnetrza) o wymiarach Azy, Ayy;

2. w kazdym z nich wybieramy punkt (2}, y;) (zwiemy je punktami posrednimi),

3. obliczamy sume Z flal, yh) Az Ayy. Jest to suma objetosci prostopadloscia-
i=1
néw, jak na rysunku ponizej.

Jedli prostokaciki podziatu sa bardzo male (oraz f(z,y) > 0), to suma ta (zwana
sumq catkowq) przybliza objeto$¢ bryly odcietej z graniastostupa o podstawie R
przez wykres funkcji z = f(z,y).

Rys. 1.2. Ilustracja sumy catkowej

Calke podwdjng z funkcji f(x,y) definiujemy jako granice ciggu sum catkowych od-
powiadajacych ciagowi podziatéw P prostokata R, dla ktoérych maksymalna $red-
nica 0(P) prostokata w podziale P dazy do 0. Zapisujemy to wzorem:

J[ @y dedy = Jim S (i un) AnAy.
B sP)—0i5

Zaktadamy przy tym, ze granica po prawej stronie istnieje i nie zalezy ani od wy-
boru ciggu podziatéw P prostokata R, ani od wyboru punktéw posrednich (x}, y).
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Méwimy wtedy, ze funkcja f(x,y) jest catkowalna w prostokacie R.

(Uwaga. Niektorzy autorzy, w tym Gewert-Skoczylas, zamiast dx dy pisza czasami
dP).

Interpretacja geometryczna. Geometrycznie warto$é¢ catki zdefiniowanej powy-
zej jest objetoscia bryty powstatej z graniastostupa o podstawie R poprzez odcigcie
wykresem funkcji z = f(z,y) (jak na Rys. 1.2 powyzej).

Doktladniej, tak jest, gdy f(z,y) > 0 w prostokacie R. W ogélnym przypadku

wartos¢ calki jest réznica objetosci czesci bryly nad ptaszezyzng Oxy i czesci pod
ta plaszczyzna.

Wtasnosci catki podwéjnej. Nietrudno pokazaé, ze tak zdefiniowana catka po-
dwdjna jest operatorem liniowym i addytywnym, to znaczy zachodza wzory:

//(af(m,y) +bg(x,y)) dv dy = a//f(fc,y) dwdy+b//g(fv,y) dx dy
R R R

oraz jesli Ry i Ry sa prostokatami otrzymanymi z dowolnego podziatu R na dwa
prostokaty, to

[ faydedy = [[ fa.y)dedy + [[ fla.y) dwdy.

Najwazniejsze twierdzenie dotycza catkowalnosci funkcji cigglych i prawie ciggtych,
oraz sposobow obliczania catki podwdjnej.

TWIERDZENIE Jesli funkcja f(x,y) jest ciggla w kazdym punkcie prostokgla za
wyjatkiem punktow, ktére tworzq zbidr o polu zero, to f(x,y) jest calkowalna w
tym prostokgcie.

TWIERDZENIE Dla takiej funkcji, jesli R = {a < x < b, ¢ <y < d}

J] fa.y) drdy =/b (/df(:c,y) dy) dr = /d (/bﬂx,y) da:) dy.

Uzasadnienie. Sumy catkowe podwojne, rysunek ponizej.

Calki pojedyncze pojawiajace sie w powyzszym wzorze nazywa sie catkami itero-
wanymi. Najpierw catkujemy wedtug jednej zmiennej, traktujac druga jako stala,
a otrzymany rezultat catkujemy wedlug drugiej zmienne;j.



Rys. 1.3. Ilustracja calek iterowanych

Dla unikniecia duzych nawiaséw czesto stosuje sie zapis beznawiasowy:
b [ pd b d
/ / f(z,y)dy dw:/ dw/ f(z,y) dy.

PRzZYKLAD. Obliczmy //f(x,y) drdy gdzie R = {1 < x < 2,0 < y < 3}.
R
Stosujemy pierwszy wzor z twierdzenia

y=3 2 r=2
1

= / (3x 4+ 9z) dx = {6:1:2} =

r=1

2 3 2 1
/ d:);/ (x + y2$) dy = / dx [yx + y%}
1 0 1 3 y=0

=24—-6=18.

Sprawdzamy, ze drugi wzor z twierdzenia daje to samo

3 2 3
/ dy/ (:c+y2:c)da::/ dy
0 1 0

3 /3 3 1 .3 3
= ° 1 2d:[ 3] =_-.12=18.
2/0(+y)y GRS

1

w2 s o 1 2
_12/0(2+2y —5—5y)dy=

1 1
“a? 4 Sy’ 53

2 2

Catka podwojna po prostokacie jest tylko krokiem do zdefiniowania catki podwdjnej
po dowolnym obszarze ograniczonym D:

Catka podwéjna po dowolnym obszarze.
Przedtuzamy funkcje f(z,y) okreslong na obszarze D na zawierajacy ja prostokat

R, w ten sposob, ze w punktach poza D funkcja przyjmuje wartos¢ 0. Definiujemy
wiec:



| fayydedy = [[ £(@.y)dzay,

gdzie f*(x,y) = f(z,y) dla (z,y) € D oraz f*(x,y) = 0 w przeciwnym razie, a R
jest dowolnym prostokatem zawierajacym D — o ile catka po prawej stronie istnieje.
Wtedy méwimy, ze f(x,y) jest catkowalna w obszarze D.

Mozna wykazaé¢, ze definicja ta nie zalezy od wyboru prostokata R O D, oraz ze
wyznacza objetos¢ bryty powstatej z uogdlnionego walca o podstawie D poprzez
odciecie wykresem funkcji z = f(z,y) (jak na rys. ponizej).

fx.y)

T

Catka taka zachowuje wlasnosci catki po prostokacie: jest operatorem liniowym i
jest addytywna wzgledem dowolnych podziatow obszaru D: jesli D = Dy U Do, i
Dy, Dy maja roztaczne wnetrza, to catka po D jest sumg catek po D; i Ds.

Najwazniejsze jest twierdzenie pozwalajace sprowadzi¢ obliczanie catek podwodj-
nych po tzw. obszarach normalnych przy pomocy catek iterowanych.

Obszar postaci D = {(x,y) : a <z < b,g(x) <y < h(z)}, gdzie funkcje g(z) i h(zx)
sa ciagle na odcinku [a, b], oraz g(x) < h(x) we wnetrzu tego odcinka, nazywamy
obszarem normalnym wzgledem osi Ox.

Dla takich obszaréw mamy

TWIERDZENIE Jesli D jest obszarem normalnym wzgledem osi Ox zdefintowanym
powyzej, to



b [ h(z)

[ fwpdeay= [ | [ sy dy|de

a \ g(z)

PrRzYKLAD. Obliczmy objetosé¢ bryty powstatej z uogélnionego walca o podstawie
D= {(z,y): 0<x<4, 2> 2x <y < 2z} (przedstawionej na prawym rysunku
powyzej) poprzez odciecie ptaszezyzna z = x 4+ y. W obliczeniach catke iterowana,
podobnie jak wczesniej, piszemy w odwrotnej kolejnosci bez wielkich nawiasow.
Mamy

//($+y)d$dy=/04dfﬂ/f ($+y)dy=/04dl‘{(xy+;yQ)r:M =

2_94 y=z2—2x

—® gt 48] 704
15

11y 3 2
— [ (- 4a?)de = | -2 4 T2
/()(2x+x+x)x l10+4+3x:0

Podobnie definiujemy obszar normalny wzgledem osi Oy i mamy analogiczny spo-
sOb obliczania.

Obszar postaci D = {(z,y) : ¢ <y < d,p(y) <z < r(y)}, gdzie funkcje p(y) i r(y)
sa ciagte na odcinku [c, d], oraz p(y) < r(y) we wnetrzu tego odcinka, nazywamy
obszarem normalnym wzgledem osi Oy

ply) rly)

>
X

TWIERDZENIE Jesli D jest obszarem normalnym wzgledem osi Oy zdefiniowanym
powyzej, to

d [ rly

)
] fapdeay= [ [ fa.y)do]|dy.

¢ \ply)

Obszar regularny. Jesli chcemy policzy¢ catke podwdjng po obszarze ograniczo-
nym kilkoma réznymi krzywymi, to mozna go podzieli¢ na kilka obszaréw normal-
nych i catke policzy¢ jako sume catek po wydzielonych obszarach. Takie obszary
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nazywamy reqularnymi.

PRzZYKLAD. Obszar D narysowany ponizej nie jest obszarem normalnym wzgledem
osi Oz. Jest jednak obszarem regularnym, bo mozna go podzieli¢ (linia przerywana)
na dwa obszary D; i Dy normalne wzgledem osi Ozx.

Z drugiej strony D jest obszarem normalnym wzgledem osi Oy. Catke po tym
obszarze mozemy wiec policzy¢ na dwa sposoby jak nastepuje:

4 y+1 —1 V2x+6 5 V2x+6
/dy / f(x,y)dx = /dw / f(w,y)der/daf / flz,y)dy.
-2 1y -3 V2146 -1 z—1



Wyktad 8

Zmiana zmiennych w catce podwojnej — wspotrzedne biegunowe

Podobnie jak w przypadku catki pojedynczej istnieje mozliwos¢ tatwiejszego obli-
czania catki podwojnej przez odpowiednie podstawienie. W tym przypadku mamy
dwie zmienne, wiec podstawienie ma postac:

x = ¢(u,v)
Y= ¢<u> U)

Jedli D oraz A sa regularnymi obszarami na ptaszczyznie takimi, ze przeksztatcenie
d: A — D:(u,v) = (P(u,v),9¥(u,v)) jest ciagle i wzajemnie jednoznaczne, to
zachodzi wzor

J] fayydzdy = [[ Fo(uw,0) 6 0)) (. v)| dude,
D A

gdzie J(u,v) jest tzw. jakobianem odwzorowania ® okreslonym wzorem

J(u,v) = det

¢ (u,v) @l (u,v)
Un(u,0) Py (u,v)

Przykladem takiego przeksztalcenia jest (r, ¢) — (x,y) dane wzorami

T =17Ccosp

y=rsingp
Wzory te nosza nazwe wspotrzednych biegunowych. Wspotrzedne r i ¢ interpretuje
si¢ zwykle na ptaszczyznie we wspotrzednych kartezjanskich jako dtugosé promienia

wodzacego punktu (z,y) oraz kat miedzy promieniem i osig Oz (jak na rysunku
ponizej).

Przy tej interpretacji zamiast rozwazania obszaru A we wspotrzednych kartezjan-
skich (r, ¢) rozwazamy raczej opis obszaru D we wspotrzednych biegunowych.
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Przyktlad. Podstawiajac wspotrzedne biegunowe do réwnania okregu
(r — R)* +y? = R? (o érodku (R,0) i promieniu R) otrzymujemy

72 cos?p — 2Rr cos ¢ + R? + r?sin®p = R?, czyli po uproszczeniu

r = 2R cos .

Jest to réwnanie biegunowe tego okregu.

Réwnanie biegunowe okregu 22 + y?> = R? o promieniu R i $rodku w ukladzie
wspotrzednych to po prostu r = R.

Na kolejnym rysunku pokazane sa trzy obszary, ktére znacznie tatwiej opisa¢ we
wspolrzednych biegunowych niz kartezjanskich (w drugim i trzecim przypadku wy-
korzystujemy uzyskany powyzej wzor).

-:;: \# x
0<p<2r —m/2< o< 7/2 —m/2< o< 7/2
a<r<b 0<r<2Rcosp Rcosp <r <2Rcosp
Jakobian przeksztalcenia { v TC.OSSO odpowiadajacego wspotrzednym biegu-
Yy =rsing

nowym wynosi

¢ Py
(A

cosp —rsinp
singy  rcose

J(r,p) = det

Wz6r na zmiane wspoétrzednych w catce podwojnej na wspodtrzedne biegunowe przy-
biera wiec postac

g/f(:p,y)da:dyzg/f(rcosgp,rsinga)rdrdgo,

W drugiej calce przyjmujemy (troche nieformalnie), ze D jest tym samym obsza-
rem tylko opisanym we wspotrzednych biegunowych.

Nalezy pamigtac, ze we wzorze oprocz zwyktego podstawienia wspotrzednych bie-
gunowych mamy jeszcze jakobian r (czyli za dxdy podstawiamy rdrdyp).

Zmiane zmiennych na wspoéirzedne biegunowe optaca sie zastosowaé szczegdlnie
w sytuacji, gdy obszar jest okreslony fragmentami okregéw i funkcja podcatkowa
przybiera we wspotrzednych biegunowych w miare prosta postac.



Przyktad 2. Wprowadzajac wspotrzedne biegunowe obliczy¢ catke / / (22 +y?) dw dy,
D
gdzie D = {(x,y) : 2* + y* — 2y < 0}.

Generalnie w tego typu zadaniach najpierw nalezy rozpoznaé (naszkicowac) obszar
catkowania, a nastepnie opisa¢ go we wspotrzednych biegunowych. W tym przy-
padku stwierdzamy, ze D jest kolem 2%+ (y —1)? < 1 o $rodku (0, 1) i promieniu 1.

Podstawiajac wspoétrzedne biegunowe do tego wzoru (lub do wyj$ciowej nieréwno-
Sci, ktéra jest wygodniejsza do obliczen) otrzymujemy:
0<p<moraz 0 <r < 2sine.

Jest to obszar normalny w tych wspotrzednych, wigc catke podwojna mozemy za-
mieni¢ na caltke iterowana:

T 2sinep

//(ﬁ—l—gﬂ)dxdyz// <<TCOS¢)2+<rSin90>2>Tde<PZ//ngrd@:/d¢ / B

™ 1 4 r=2sin¢p m . 4 3 . 1 . p=m 3
:/[r} d@:4/81n SDdSD:{gp—sm&p—i—smzhp] _ 2
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Zastosowania caltki podwojnej do obliczania pél i objetosci

1. Pole obszaru regularnego D C R? wyraza sie wzorem

Pole(D) = / / dz dy.

2. Objetosé bryly V potozonej nad obszarem D C R? ograniczonej z dotu i z gory,
odpowiednio, wykresami funkcji ciagtych z = d(z,y) i z = g(z,y) wyraza sie
wzorem

Objetosé(V) = //(g(a:, y) —d(z,y)) dx dy.

\8

3. Pole powierzchni plata 3 bedacego czescig wykresu funkcji z = f(z,y) potozona
nad obszarem D C R? wyraza sie wzorem

Pole(S) = [[ T+ (f2)2 + (f})? da dy,

przy zatozeniu, ze funkcja f ma cigglte pochodne czast-
kowe pierwszego rzedu w obszarze D.

Przykltad 1. Wzoér na pole prowadzi do tych samych obliczen co wzér na pole z
catka pojedyncza. Jedyna korzyscig jest mozliwo$¢ uzycia wspodtrzednych bieguno-
wych, co czasami upraszcza obliczenia.

Na przyktad pole obszaru ograniczonego kar- mwf

dioidag K o réwnaniu (22 + y* — ax)? = ANl

a*(z? + y?) mozemy tatwo obliczy¢ wpro-

wadzajac wspoirzedne biegunowe. Po pod- " >
stawieniu otrzymujemy r = a(l + cosyp) o

jako réwnanie biegunowe kardioidy. Pole ob-
liczamy nastepujaco:
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a(14-cos )

2 2m
Pole( K // dwdy-/dgp / rdr = %/(1+cosg0)2dg0 = ... =3nd’.
0

Obliczenia we wspotrzednych kartezjanskich bytyby znacznie bardziej skompliko-
wane.

Przyktad 2. Obliczmy objetosé stozka o wysokosci H i promieniu podstawy R.

W tym celu rozwazamy wykres funkcji z = ay/x? + y?. Na wysokosci z = H,

przeciecie wykresu z plaszczyzng z = H jest okregiem (H/a)? = x* + y*. Zeby
H

uzyska¢ promien R musimy wzia¢ a = —.

R

Szukamy zatem objetoéci brylty D nad kotem 2% + y? = R? pomiedzy wykresami

2= —/x2+y? oraz z = H.
R y

Przechodzac do wspotrzednych biegunowych mamy 0 < ¢ < 27 oraz 0 < r < R.
Zgodnie ze wzorem w punkcie 2. (pamigtajac o jakobianie!)

Objetosé(V ﬂ(H—ﬁ+y)M@_/@#<H—>rw_ﬂﬁf

Przyktad 3. Obliczmy pole powierzchni kuli K o promieniu R. Zastosujemy wzor

z punktu 3. do plata péisfery z = \/ R? — 22 — y2. Mamy

2 = 7
I_W’
2/2 -y

v R 2

A zatem (wprowadzajac wspoélrzedne biegunowe tak jak poprzednio);

Pole(3 ﬂ¢ M@—ﬂmﬁﬁ+_ﬂ

= /dgp/RRr2 dr = 2rR* (po podstawieniu R? — r? = t?).

—-Tr

A zatem pole powierzchni catej kuli wynosi Pole(K) = 47 R,
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Wyktad 9

Zastosowania caltki podwojnej w fizyce

Wielkodci fizyczne charakteryzujace rozktad masy (lub tadunku)
1. Masa obszaru D: jesli obszar ma staty gesto$¢ o, to M =o - P

Jedli gestosé niejednorodna o = o(x,y), to masa wyraza sie wzorem:
M = //a(a:,y) dxdy
D

2. Momenty statyczne MS,, MS, wzgledem osi Oz i Oy obszaru D

MS, :/ yo(z,y) dedy MS, = // xo(z,y) dedy
D D

3. Srodek masy obszaru D ma wspétrzedne (z¢, yc):

v, e dedy s, Jvele) dudy
M lf)f o(x,y) dedy o=y T zf)f o(x,y) dedy

T =

co w przypadku statej gestosci daje

//:L' dxdy Yo = //y dxdy
pole pole

4. Momenty bezwtadnodci I,, I, wzgledem osi Oz i Oy obszaru D (momenty
drugiego stopnia)

I, = / v2o(z,y) dovdy I, = // 2o (x,y) dedy
D D

Moment bezwtadnosci Ip wzgledem $rodka uktadu wspétrzednych O obszaru D o
gestosci powierzchniowej masy o wyraza si¢ wzorem
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Io = //(fv2 +y?)o(z,y) dedy

PRZYKEADY. Srodek ciezkosci obszaru jednorodnego y = 2% + 1, y = 222
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