
�Matematyka� � przykªadowe kolokwium zaliczeniowe

1. Wyja±nij, dlaczego wzór 〈f, g〉 = f(0)g(0) nie okre±la iloczynu skalarnego na przestrzeni
C([0, 1]) funkcji ci¡gªych na przedziale [0, 1].
Wskazówka: oblicz norm¦ funkcji f(x) = x.

2. (a) Podaj zwi¡zek mi¦dzy norm¡ i iloczynem skalarnym.

(b) Uzasadnij, »e je±li 〈~x, ~y〉 = 1, to ‖~x‖ ≥ 1 lub ‖~y‖ ≥ 1.

3. (a) Podaj warunki, jakie musz¡ speªnia¢ wektory ~vn, aby tworzyªy ukªad ortonormalny.

(b) Okre±lmy

~v1 = (1,−1, 0, 0, 0, ...),
~v2 = (1, 1,−1,−1, 0, 0, 0, ...),
~v3 = (1, 1, 1, 1,−1,−1,−1,−1, 0, 0, 0, ...),

...

~vn = (

2n−1︷ ︸︸ ︷
1, 1, 1, ..., 1,

2n−1︷ ︸︸ ︷
−1,−1,−1, ...,−1, 0, 0, 0, ...),

...

tj. ~vn skªada si¦ z 2n−1 jedynek, 2n−1 minus jedynek i nast¦pnie samych zer. Uza-
sadnij krótko, »e wektory ~vn tworz¡ ukªad ortogonalny w l2.

4. (a) Sformuªuj nierówno±¢ Bessela.

(b) Okre±lmy ~en = 2−n/2~vn, gdzie ~vn jest zde�niowane w poprzednim zadaniu. Niech
~x = (1, 0, 0, 0, ...). Oblicz 〈~x,~en〉.

(c) Czy dla wektora ~x i ukªadu ~en zachodzi równo±¢ w nierówno±ci Bessela? Czy
oznacza to, »e ukªad ortonormalny ~en jest zupeªny?

5. (a) Zapisz ogóln¡ posta¢ (rzeczywistego) szeregu Fouriera funkcji f na przedziale
[−π, π], uwzgl¦dniaj¡c wzór na wspóªczynniki.

(b) Rozwi« w szereg Fouriera funkcj¦ f(x) = | cos x
2
| (wspóªczynniki przy sinusach si¦

zeruj¡, nie obliczaj ich).

Na przedziale [−π, π] zachodzi f(x) = cos x
2 .

Przyda Ci si¦ wzór

∫
cos(ax) cos(bx)dx =

b cos(ax) sin(bx)− a sin(ax) cos(bx)
b2 − a2

.

Pami¦taj, »e cos(nπ) = cos(−nπ) = (−1)n oraz sin(nπ) = 0.


