Analiza matematyczna 2 — egzamin

CZESC TEORETYCZNA

(1)

(2)

imie i nazwisko, numer indeksu

Sformutuj kryterium Leibniza zbieznosci szeregu naprzemiennego. (5p.)

n

Jesli (ay,) jest malejgcy i zbiezny do zera, to Z(—l) ~La, jest zbiezny.

Czy istnieje ciag wielomianow zbiezny jednostajnie na przedziale [—1,1] do funkeji f(t) = [t]?
Sformutuj wykorzystane twierdzenie. (6p.)
Nie: wielomiany sq ciggle, za$ funkcja f nie jest ciggta. Wykorzystujemy to nastepujgce twierdze-
nie: granica jednostajnie zbieznego ciggu funkcji ciggtych jest funkcjg ciggla.

Czy istnieje ciag wielomianéw zbiezny jednostajnie na przedziale [—1,1] do funkcji g(t) = v/t?
Sformutuj wykorzystane twierdzenie. (6p.)

Tak: funkcja g jest ciggta. Teza zadania wynika z twierdzenia Weierstrassa: kazda funkcja ciggta
na przedziale [a,b] jest granicq jednostajnie zbieznego ciggu wielomiandw.

Zapisz szereg Fouriera funkcji 2m-okresowej f(t) (ze wzorem na wspotczynniki). (5p.)
+o0o

Szereq Fouriera funkcji f to f(t) ~ ag + Z(an cos(nt) + by, sin(nt)), gdzie dla n > 1:
n=1

o= [ 100 a= [ jOeostnd b= [ g

—Tr

Funkcja 27-okresowa f(t) dana jest wzorem f(t) = v/t dla t € [0, 7] oraz f(t) =0 dlat € (—x,0).
Wyznacz sume szeregu Fouriera funkcji f dla ¢t = 0 oraz t = 7. Naszkicuj wykres f oraz sumy jej
szeregu Fouriera. (8p.)

W otoczeniu t = 0 funkcja f spetnia warunek Holdera: |f(t) — f(0)| < [t|'?, zatem jej szereg
Fouriera jest zbiezny do f(0) = 0.
1
W punkcie t = m istniejg granice jednostronne pochodnych funkcji f: lim f'(t) = 2\7,
t—m— 7T
lim+ f'(t) =0, a wiec szereq Fouriera f jest zbiezny do Sredniej artymetycznej granic jednostron-
t—m

nych funkcji f. Poniewaz lim f(t) = /7 oraz lim+ f(t) =0, sumgq szerequ Fouriera funkcji f w
t—m— t—m

tym punkcie jest 3/



(6) Uzasadnij, ze funkcja H(p) = / sin(psin(t))dt (funkcja Struve’a) jest rozniczkowalna. Sformuluj
0
wykorzystane twierdzenie. (8p.)

Twierdzenie: Jesli pochodna czgstkowa f/(t p) istnieje i jest funkcjq ciggla dwdch zmiennych:

€ [a,b], p € [a,B] oraz F(p / f(t,p)dt jest poprawnie okreslona dla pewnego p € |[a, ],
to F(p) jest poprawnie okreslona dla p € [o, ], F(p) jest rézniczkowalna w [o, 3] oraz F'(p) =
b

/ fo(t, p)dt.

’ Funkcja h(t,p) = sin(psin(t)) oraz jej pochodna czqstkowa hi,(t, p) = cos(psin(t))sin(t) sq cig-
gltymi (bo elementarnymi) funkcjami dwdch zmiennych: p € R oraz t € [0,7]. W szczegdlnosci
H(p) jest poprawnie okreslona (dla dowolnego p). Z cigglosci hy, na [0, 7] x [a, B] wynika réznicz-
kowalnosé H(p) na [a, B] dla dowolnych o, 5 — a wiec rdzniczkowalnosé na R (oraz mozliwosc
zamiany kolejnosci catkowania wzgledem t i rézniczkowania wzgledem p).

CzZESC RACHUNKOWA

W czesci rachunkowej nie trzeba formulowaé¢ wykorzystywanych twierdzen

o . .. [t cos(t)
(7) Zbadaj zbieznosé calki niewlasciwej X 7 dt. (8p.)
0
os(t)

1
cos(t C
Catka / f ®) dt jest zbiezna na mocy kryterium ilorazowego: i
0

1
‘ 3 > cos(t
za$ / t7Y3 = = jest zbiesna. Catka ®) dt jest zbiezna na mocy kryterium Dirichleta:
0

+ 2 ' Vi

cos(t)dt = sin(t) + C jest funkcjg ograniczong, zas 1//t jest zbieing do zera funkcjq malejgeg.

JtTY3 5 1 gdy t — OF,

6"n'(2n)
)l
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Y e, mamy (3n + 3)! Bn) BGnrl(Bni2)(3nt3)  3-33
8

— < 1. Wobec kryterium d’Alemberta rozwazany szereq (o wyrazach nieuwjemnych) jest wiec zbiezny.

9

(8) Zbadaj zbieznosé szeregu Z (6p.)

(9) Oblicz catke Riemanna— Stleltjesa/ f(t)dg(t), jedli f(t) =/t oraz g(t) = t>. (6p.)

1
Ze wzoru / f(t)d / f)d (t)dt wynika, ze w omawianym tu przypadku / f(t)dg(t) =
0

/\f3tdt—3/t5/2dt 0
0

\]



2+t —t2+ ..

2—t4 212+
rze tym licznik i mianownik sg szeregami potegowymi o dodatnich promieniach zbieznosci). (6 p.)

(10) Oblicz pierwsze trzy wyrazy szeregu potegowego funkcji — (przyjmujac, ze we wzo-

Jesli ten szereg to ag+art+agt* +..., to 2+t —t*+... = (ag+art +agt?+...)(2—t+2+...) =
QCLO -+ (2@1 — CL())t + (2&2 —ay + 2a0)t2 + .. . Slfq,d kolejno ag — 1, a; = 1, 9 = —1.

(11) Sprawdz, czy istnieje granica podwojna  lim  f(z,y), jesli f(z,y) = i

- 8.
(,9)—(0,0) 2?2 4 xy + 12 8p)

Nie: gdy x, = %, Yo =0, to f(x,,yn) = 0 ma granice 0, gdy zas$ x, = y, = %, to f(xn,yn) = %
ma granice %, co oznacza, ze nie zachodzi warunek z definicyi Heinego granicy podwadjney.

(12) Znajdz warto$é¢ najmniejsza i najwicksza funkcji f(z,y) = 4z — 32° — 3wy* w kole jednostkowym,
danym nieréwnos$cig 22 + y? < 1. (10p.)

Pochodne czgstkowe f to f.

(x,y) =4 — 92% — 3y* oraz f?;(x,y) = b6xy. Przyrownujgce je do zera,
otrzymujemy x = 0 lub y = O
f(£3

co daje dwa punkty podejrzane (O,i%) poza kotem oraz dwa

,0) = £3. Wartosci na brzegu: g(t) = f(cos(t),sin(t)) = cos(t)
sq ograniczone przez —1 1 1. Zatem warto$é najwieksza to f(%, 0) = %’, najmniejsza to f(—%, 0) =
_16

5

punkty podejrzane w kole:



CzESC PROBLEMOWA

(13)

Ciag funkcji ciagtych (f,,) jest zbiezny jednostajnie do funkeji f na przedziale [A, B]. Ciagi liczbowe
(an) i (by) sa zbiezne do a i b; zakladamy przy tym, ze A < a, < b, < Boraz A <a <b< B.

b b
Udowodnij, ze ciag liczbowy o wyrazach I, = / fn(t)dt jest zbiezny do I = / f@dt.  (8p.)

Zachodzi:
1, 1) = aj"fmdt— /abf(t)dt’: [ o+ /ab(fn(t)—f(t))dH bb”fn@)dt'
<| [ ] + [ ter - snae] +| [ o]

< la = anl[| fall + (b = a)lfu = Il + 16 = bl fu]l-

Skoro |a — an|, |by — b oraz ||fn — f| dazq do zera, zas ||foll < |IfIl + [[fu — [l Jjest ciagiem
ograniczonym, |I,, — I| jest zbiezny do zera.

Zachodzi:
/Oi _11?(? dt = /Oi <§ t"(—m(t))) dt 2 :Zj (/Olt”(—ln(t))dt) _ i (nTll)Q _ %2

Pierwsza r6wnosé to po prostu wzor na sume szeregu geometrycznego. Przedostatnia to nietrudny
rachunek. Ostatnia za$ to wzor udowodniony na wyktadzie. Uzasadnij wylacznie druga réwnosc,
tzn. wykaz, ze catkowanie wyraz po wyrazie w powyzszym rachunku jest uprawnione. (10p.)

Niech 6 € (0, %) Szereg potegowy Zt" ma promien zbieznosci 1, zatem jest zbiezny jednostajnie

na [0,1 —6]. Oznacza to, Ze szereg Zt”(— In(t)) jest zbiezny jednostajnie na [0,1 — 6], a wiec:

n

/515 (:Z: t"(—ln(t))) it — f (/;5 t"(—ln(t))dt) | (1)

n=0

Pozostaje wykazaé, ze obie strony majq odpowiedniq granice gdy 6 — 0.

126
—In(t
Lewa strona (1| to caika/ 1 n(t)
5 _

dt. Funkcja podcatkowa rozszerza sie do funkcji cigglej

—In(t -1/t —In(t
w 1, bowiem lim n(t) = lim—/ = 1 na mocy requty de [’Hospitala. Ponadto 0 < n(t) <
t—1 1 —1¢ t—1 —1 1—1t
1
—2In(t) dia t € (0, 3], za$ / (—1In(t))dt = (1 —11In(1)) — lim+(t —tIn(t)) = 1 jest zbiezna, zatem
o+ t—0

1
—In(t
na mocy kryterium poréwnawczego catka niewtasciwa / ®) dt jest zbiezna. Oznacza to, Ze

1—t
0+
granicg lewej strony jest lewa strona dowodzonej rownosci.

7 koler roznica miedzy prawg strong oraz prawq strong dowodzonej rownosci to Rs =
+oo

5 1
Z (/ t"(—1In(t))dt +/ t"(— 1n(t))dt>. Na mocy nierdwnosci —In(t) < 1 —t zachodzi wiec:
0 1-5

7 0< Ry < f (/05 5" (— In(t))dt + /115 (1 — t)dt)

+

= sz 5”) /Oj(—ln(t))dt—i—g (/116t”dt—/116t”+1dt)
_ 1_i5 ((5 — 5In(8)) — lim (¢ - tln(t))) + /116t0dt
_o-om@) _

i

Prawa strona dgzy do zera gdy 6 — 07,



