Analiza matematyczna 2 — egzamin

L imie i nazwisko, numer indeksu
CZESC TEORETYCZNA

(1) Sformutuj kryterium Leibniza zbieznosci szeregu naprzemiennego. (5p.)

(2) Czy istnieje cigg wielomianow zbiezny jednostajnie na przedziale [—1,1] do funkcji f(t) = [t]?
Sformutuj wykorzystane twierdzenie. (6p.)
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(3) Czy istnieje ciag wielomianéw zbiezny jednostajnie na przedziale [—1,1] do funkeji g(t) = /£?
Sformutuj wykorzystane twierdzenie. (6p.)

(4) Zapisz szereg Fouriera funkeji 2m-okresowej f(t) (ze wzorem na wspotezynniki). (5p.)

(5) Funkcja 27-okresowa f(t) dana jest wzorem f(t) = v/t dla t € [0, 7] oraz f(t) =0 dlat € (—x,0).
Wyznacz sume szeregu Fouriera funkcji f dla ¢t = 0 oraz t = 7. Naszkicuj wykres f oraz sumy jej
szeregu Fouriera. (8p.)



(6) Uzasadnij, ze funkcja H(p) = / sin(psin(t))dt (funkcja Struve’a) jest rozniczkowalna. Sformuluj
0

wykorzystane twierdzenie. (8p.)

CzZESC RACHUNKOWA

W czesci rachunkowej nie trzeba formulowaé¢ wykorzystywanych twierdzen

o . [T cos(t)
(7) Zbadaj zbieznosé calki niewlasciwej " 7 dt. (8p.)
"n!(2n)!
(8) Zbadaj zbieznosé szeregu E % (6p.)

1
(9) Oblicz caltke Riemanna-Stieltjesa / f(t)dg(t), jedli f(t) =/t oraz g(t) = t>. (6p.)
0
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214224+ ...
rze tym licznik i mianownik sg szeregami potegowymi o dodatnich promieniach zbieznosci). (6 p.)

(10) Oblicz pierwsze trzy wyrazy szeregu potegowego funkcji (przyjmujac, ze we wzo-

Ty

22+ oy +y? (8p.)

(11) Sprawdz, czy istnieje granica podwéjna ( l)nr% )f(x,y), jesli f(x,y) =
z,y)—(0,0

(12) Znajdz warto$é¢ najmniejsza i najwicksza funkcji f(z,y) = 4z — 32° — 3wy* w kole jednostkowym,
danym nieréwnos$cig 22 + y? < 1. (10p.)



CzESC PROBLEMOWA
(13) Ciag funkcji ciagtych (f,,) jest zbiezny jednostajnie do funkcji f na przedziale [A, B]. Ciagi liczbowe
(an) i (by) sa zbiezne do a i b; zakladamy przy tym, ze A < a, < b, < Boraz A <a <b< B.

b b
Udowodnij, ze ciag liczbowy o wyrazach I, = / fn(t)dt jest zbiezny do I = / f@dt.  (8p.)

(14) Zachodzi:

/01 zlﬁ(? dt = /Oi <§ t"(—ln(t))> dt £ io (/01 t”(—ln(t))dt) = io (nT11)2 - %2‘

+ n=0 n=0

Pierwsza r6wnosé to po prostu wzor na sume szeregu geometrycznego. Przedostatnia to nietrudny
rachunek. Ostatnia za$ to wzor udowodniony na wyktadzie. Uzasadnij wylacznie druga réwnosc,
tzn. wykaz, ze catkowanie wyraz po wyrazie w powyzszym rachunku jest uprawnione. (10p.)



