
Analiza matematyczna 2 � egzamin
imi¦ i nazwisko, numer indeksu

Cz¦±¢ teoretyczna

(1) Sformuªuj kryterium Leibniza zbie»no±ci szeregu naprzemiennego. (5 p.)

Je±li (an) jest malej¡cy i zbie»ny do zera, to
∑
n

(−1)n−1an jest zbie»ny.

(2) Czy istnieje ci¡g wielomianów zbie»ny jednostajnie na przedziale [−1, 1] do funkcji f(t) = btc?
Sformuªuj wykorzystane twierdzenie. (6 p.)

Nie: wielomiany s¡ ci¡gªe, za± funkcja f nie jest ci¡gªa. Wykorzystujemy to nast¦puj¡ce twierdze-
nie: granica jednostajnie zbie»nego ci¡gu funkcji ci¡gªych jest funkcj¡ ci¡gª¡.

(3) Czy istnieje ci¡g wielomianów zbie»ny jednostajnie na przedziale [−1, 1] do funkcji g(t) = 3
√
t?

Sformuªuj wykorzystane twierdzenie. (6 p.)

Tak: funkcja g jest ci¡gªa. Teza zadania wynika z twierdzenia Weierstrassa: ka»da funkcja ci¡gªa
na przedziale [a, b] jest granic¡ jednostajnie zbie»nego ci¡gu wielomianów.

(4) Zapisz szereg Fouriera funkcji 2π-okresowej f(t) (ze wzorem na wspóªczynniki). (5 p.)

Szereg Fouriera funkcji f to f(t) ∼ a0 +
+∞∑
n=1

(an cos(nt) + bn sin(nt)), gdzie dla n ≥ 1:

a0 =
1

2π

∫ π

−π
f(t)dt, an =

1

π

∫ π

−π
f(t) cos(nt)dt, bn =

1

π

∫ π

−π
f(t) sin(nt)dt.

(5) Funkcja 2π-okresowa f(t) dana jest wzorem f(t) =
√
t dla t ∈ [0, π] oraz f(t) = 0 dla t ∈ (−π, 0).

Wyznacz sum¦ szeregu Fouriera funkcji f dla t = 0 oraz t = π. Naszkicuj wykres f oraz sumy jej
szeregu Fouriera. (8 p.)

W otoczeniu t = 0 funkcja f speªnia warunek Höldera: |f(t) − f(0)| ≤ |t|1/2, zatem jej szereg
Fouriera jest zbie»ny do f(0) = 0.

W punkcie t = π istniej¡ granice jednostronne pochodnych funkcji f : lim
t→π−

f ′(t) =
1

2
√
π
,

lim
t→π+

f ′(t) = 0, a wi¦c szereg Fouriera f jest zbie»ny do ±redniej artymetycznej granic jednostron-

nych funkcji f . Poniewa» lim
t→π−

f(t) =
√
π oraz lim

t→π+
f(t) = 0, sum¡ szeregu Fouriera funkcji f w

tym punkcie jest 1
2

√
π.



(6) Uzasadnij, »e funkcja H(p) =

∫ π

0

sin(p sin(t))dt (funkcja Struve'a) jest ró»niczkowalna. Sformuªuj

wykorzystane twierdzenie. (8 p.)

Twierdzenie: Je±li pochodna cz¡stkowa f ′p(t, p) istnieje i jest funkcj¡ ci¡gª¡ dwóch zmiennych:

t ∈ [a, b], p ∈ [α, β] oraz F (p) =

∫ b

a

f(t, p)dt jest poprawnie okre±lona dla pewnego p ∈ [α, β],

to F (p) jest poprawnie okre±lona dla p ∈ [α, β], F (p) jest ró»niczkowalna w [α, β] oraz F ′(p) =∫ b

a

f ′p(t, p)dt.

Funkcja h(t, p) = sin(p sin(t)) oraz jej pochodna cz¡stkowa h′p(t, p) = cos(p sin(t)) sin(t) s¡ ci¡-
gªymi (bo elementarnymi) funkcjami dwóch zmiennych: p ∈ R oraz t ∈ [0, π]. W szczególno±ci
H(p) jest poprawnie okre±lona (dla dowolnego p). Z ci¡gªo±ci h′p na [0, π]× [α, β] wynika ró»nicz-
kowalno±¢ H(p) na [α, β] dla dowolnych α, β � a wi¦c ró»niczkowalno±¢ na R (oraz mo»liwo±c
zamiany kolejno±ci caªkowania wzgl¦dem t i ró»niczkowania wzgl¦dem p).

Cz¦±¢ rachunkowa

W cz¦±ci rachunkowej nie trzeba formuªowa¢ wykorzystywanych twierdze«

(7) Zbadaj zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej

∫ +∞

0+

cos(t)
3
√
t
dt. (8 p.)

Caªka

∫ 1

0+

cos(t)
3
√
t
dt jest zbie»na na mocy kryterium ilorazowego:

cos(t)
3
√
t
/t−1/3 → 1 gdy t → 0+,

za±

∫ 1

0+
t−1/3 =

3

2
jest zbie»na. Caªka

∫ ∞
1

cos(t)
3
√
t
dt jest zbie»na na mocy kryterium Dirichleta:∫

cos(t)dt = sin(t) + C jest funkcj¡ ograniczon¡, za± 1/ 3
√
t jest zbie»n¡ do zera funkcj¡ malej¡c¡.

(8) Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∑
n

6nn!(2n)!

(3n)!
. (6 p.)

Gdy n → +∞, mamy
6n+1(n+ 1)!(2n+ 2)!

(3n+ 3)!
/
6nn!(2n)!

(3n)!
=

6(n+ 1)(2n+ 1)(2n+ 2)

(3n+ 1)(3n+ 2)(3n+ 3)
→ 6 · 2 · 2

3 · 3 · 3
=

8

9
< 1. Wobec kryterium d'Alemberta rozwa»any szereg (o wyrazach nieujemnych) jest wi¦c zbie»ny.

(9) Oblicz caªk¦ Riemanna�Stieltjesa

∫ 1

0

f(t)dg(t), je±li f(t) =
√
t oraz g(t) = t3. (6 p.)

Ze wzoru

∫ b

a

f(t)dg(t) =

∫ b

a

f(t)g′(t)dt wynika, »e w omawianym tu przypadku

∫ 1

0

f(t)dg(t) =∫ 1

0

√
t · 3t2dt = 3

∫ 1

0

t5/2dt =
6

7
.



(10) Oblicz pierwsze trzy wyrazy szeregu pot¦gowego funkcji
2 + t− t2 + . . .

2− t+ 2t2 + . . .
(przyjmuj¡c, »e we wzo-

rze tym licznik i mianownik s¡ szeregami pot¦gowymi o dodatnich promieniach zbie»no±ci). (6 p.)

Je±li ten szereg to a0+a1t+a2t
2+ . . ., to 2+ t− t2+ . . . = (a0+a1t+a2t

2+ . . .)(2− t+2t2+ . . .) =
2a0 + (2a1 − a0)t+ (2a2 − a1 + 2a0)t

2 + . . ., sk¡d kolejno a0 = 1, a1 = 1, a2 = −1.

(11) Sprawd¹, czy istnieje granica podwójna lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y), je±li f(x, y) =
xy

x2 + xy + y2
. (8 p.)

Nie: gdy xn = 1
n
, yn = 0, to f(xn, yn) = 0 ma granic¦ 0, gdy za± xn = yn = 1

n
, to f(xn, yn) =

1
3

ma granic¦ 1
3
, co oznacza, »e nie zachodzi warunek z de�nicji Heinego granicy podwójnej.

(12) Znajd¹ warto±¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ funkcji f(x, y) = 4x− 3x3 − 3xy2 w kole jednostkowym,
danym nierówno±ci¡ x2 + y2 ≤ 1. (10 p.)

Pochodne cz¡stkowe f to f ′x(x, y) = 4 − 9x2 − 3y2 oraz f ′y(x, y) = 6xy. Przyrównuj¡c je do zera,

otrzymujemy x = 0 lub y = 0, co daje dwa punkty podejrzane (0,± 2√
3
) poza koªem oraz dwa

punkty podejrzane w kole: f(±2
3
, 0) = ±16

9
. Warto±ci na brzegu: g(t) = f(cos(t), sin(t)) = cos(t)

s¡ ograniczone przez −1 i 1. Zatem warto±¢ najwi¦ksza to f(2
3
, 0) = 16

9
, najmniejsza to f(−2

3
, 0) =

−16
9
.



Cz¦±¢ problemowa

(13) Ci¡g funkcji ci¡gªych (fn) jest zbie»ny jednostajnie do funkcji f na przedziale [A,B]. Ci¡gi liczbowe
(an) i (bn) s¡ zbie»ne do a i b; zakªadamy przy tym, »e A ≤ an < bn ≤ B oraz A ≤ a < b ≤ B.

Udowodnij, »e ci¡g liczbowy o wyrazach In =

∫ bn

an

fn(t)dt jest zbie»ny do I =

∫ b

a

f(t)dt. (8 p.)

Zachodzi:

|In − I| =
∣∣∣∣∫ bn

an

fn(t)dt−
∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ a

an

fn(t)dt+

∫ b

a

(fn(t)− f(t))dt+
∫ bn

b

fn(t)dt

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ a

an

fn(t)dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ b

a

(fn(t)− f(t))dt
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ bn

b

fn(t)dt

∣∣∣∣
≤ |a− an|‖fn‖+ (b− a)‖fn − f‖+ |bn − b|‖fn‖.

Skoro |a − an|, |bn − b| oraz ‖fn − f‖ d¡»¡ do zera, za± ‖fn‖ ≤ ‖f‖ + ‖fn − f‖ jest ci¡giem
ograniczonym, |In − I| jest zbie»ny do zera.

(14) Zachodzi:∫ 1

0+

− ln(t)

1− t
dt =

∫ 1

0+

(
+∞∑
n=0

tn(− ln(t))

)
dt

??
=

+∞∑
n=0

(∫ 1

0

tn(− ln(t))dt

)
=

+∞∑
n=0

1

(n+ 1)2
=
π2

6
.

Pierwsza równo±¢ to po prostu wzór na sum¦ szeregu geometrycznego. Przedostatnia to nietrudny
rachunek. Ostatnia za± to wzór udowodniony na wykªadzie. Uzasadnij wyª¡cznie drug¡ równo±¢,
tzn. wyka», »e caªkowanie wyraz po wyrazie w powy»szym rachunku jest uprawnione. (10 p.)

Niech δ ∈ (0, 1
2
). Szereg pot¦gowy

∑
n

tn ma promie« zbie»no±ci 1, zatem jest zbie»ny jednostajnie

na [δ, 1− δ]. Oznacza to, »e szereg
∑
n

tn(− ln(t)) jest zbie»ny jednostajnie na [δ, 1− δ], a wi¦c:

∫ 1−δ

δ

(
+∞∑
n=0

tn(− ln(t))

)
dt =

+∞∑
n=0

(∫ 1−δ

δ

tn(− ln(t))dt

)
. (1)

Pozostaje wykaza¢, »e obie strony maj¡ odpowiedni¡ granic¦ gdy δ → 0+.

Lewa strona (1) to caªka

∫ 1−δ

δ

− ln(t)

1− t
dt. Funkcja podcaªkowa rozszerza si¦ do funkcji ci¡gªej

w 1, bowiem lim
t→1

− ln(t)

1− t
= lim

t→1

−1/t
−1

= 1 na mocy reguªy de l'Hospitala. Ponadto 0 ≤ − ln(t)

1− t
≤

−2 ln(t) dla t ∈ (0, 1
2
], za±

∫ 1

0+
(− ln(t))dt = (1− 1 ln(1))− lim

t→0+
(t− t ln(t)) = 1 jest zbie»na, zatem

na mocy kryterium porównawczego caªka niewªa±ciwa

∫ 1

0+

− ln(t)

1− t
dt jest zbie»na. Oznacza to, »e

granic¡ lewej strony (1) jest lewa strona dowodzonej równo±ci.
Z kolei ró»nica mi¦dzy praw¡ stron¡ (1) oraz praw¡ stron¡ dowodzonej równo±ci to Rδ =

+∞∑
n=0

(∫ δ

0

tn(− ln(t))dt+

∫ 1

1−δ
tn(− ln(t))dt

)
. Na mocy nierówno±ci − ln(t) ≤ 1− t zachodzi wi¦c:

0 ≤ Rδ ≤
+∞∑
n=0

(∫ δ

0+
δn(− ln(t))dt+

∫ 1

1−δ
tn(1− t)dt

)

=

(
+∞∑
n=0

δn

)∫ δ

0+
(− ln(t))dt+

+∞∑
n=0

(∫ 1

1−δ
tndt−

∫ 1

1−δ
tn+1dt

)
=

1

1− δ

(
(δ − δ ln(δ))− lim

t→0+
(t− t ln(t))

)
+

∫ 1

1−δ
t0dt

=
δ − δ ln(δ)

1− δ
+ δ.

Prawa strona d¡»y do zera gdy δ → 0+.


