
Analiza matematyczna 2: drugie kolokwium

(1) Zbadaj zbie»no±¢ jednostajn¡ szeregu funkcji:∑
n

n2 + t2

n4 + t4
.

(2) Uzasadnij, »e: ∫ 1

0

sin(t)

t
dt =

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2(2n)!
.

(3) Dla p > 0 niech:

F (p) =

∫ ∞
0

e−t

p+ t
dt.

Uzasadnij, »e F jest ró»niczkowalna. Sprawd¹ ponadto, »e zachodzi:

F ′(p) = F (p)− 1

p
.

(4) Oblicz: ∫ 2π

0

ecos(t) cos(sin(t))dt.

Wskazówka: je±li f(t, p) = ep cos(t) cos(p sin(t)), to zachodzi:∫
f ′p(t, p)dt =

1

p
(ep cos(t) sin(p sin(t))) + C

(nie sprawdzaj tego wzoru).

(5) Niech a > 0. Zapisuj¡c
1

1− t2
jako sum¦ szeregu geometrycznego i caªkuj¡c

odpowiedni szereg wyraz po wyrazie, wyprowad¹ wzór:∫ 1

0

1− ta

1− t2
dt =

∞∑
n=0

(
1

2n+ 1
− 1

2n+ a+ 1

)
.

Uzasadnij, »e w istocie mo»na caªkowa¢ wyraz po wyrazie, wykorzystuj¡c twier-
dzenie Diniego: szereg nieujemnych funkcji ci¡gªych zbie»ny na [a, b] do funkcji
ci¡gªej jest zbie»ny jednostajnie. Czy mo»na tu wykorzysta¢ twierdzenie Abela (o
szeregach pot¦gowych)?

(6) Zbadaj jednostajn¡ zbie»no±¢ szeregu funkcji:∑
n

sin(nt)

ln(1 + n)

na przedziale [0, π].
Wskazówka: szeregi zbie»ne jednostajnie mo»na caªkowa¢ wyraz po wyrazie.

Uwagi:

• we wskazówce do zadania 4 winno by¢:
∫
f ′p(t, p)dt = −1

p
(ep cos(t) sin(p sin(t)))+C;

• w zadaniu 5 zamiast: �wykorzystuj¡c twierdzenie Diniego: szereg nieujemnych
funkcji ci¡gªych zbie»ny na [a, b] do funkcji ci¡gªej jest zbie»ny jednostajnie�
winno by¢: �wykorzystuj¡c nast¦puj¡ce twierdzenie: szeregi nieujemnych funk-
cji ci¡gªych mo»na caªkowa¢ wyraz po wyrazie�.
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