
Lista zada« nr 1: caªka Riemanna

(1) Przypomnij de�nicje:
• podziaªu P ;
• podziaªu z punktami po±rednimi P̃ ;
• sumy dolnej S∗(f,P) i sumy górnej S∗(f,P) Darboux;
• sumy caªkowej S(f, P̃) Riemanna;

• caªki dolnej
∫ b

a
f i górnej

∫ b

a
f Darboux;

• caªki Darboux
∫ b

a
f oraz caªki Riemanna z f na przedziale [a, b].

(2) Przypomnij twierdzenia:
• o równowa»no±ci caªki Darboux i caªki Riemanna;
• o caªkowalno±ci funkcji ci¡gªych oraz o caªkowalno±ci funkcji ograniczonych,
ci¡gªych poza sko«czon¡ liczb¡ punktów;
• o zgodno±ci caªki oznaczonej i caªki Riemanna;

• o wzorze
∫ c

a
f =

∫ b

a
f +

∫ c

b
f ;

• o nierówno±ci
∣∣∣∫ b

a
f
∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f | (i innych nierówno±ciach dla caªek).

(3) Udowodnij na dwa sposoby, »e je±li f i g s¡ caªkowalne na [a, b] (w sensie Darboux

lub równowa»nie w sensie Riemanna), to
∫ b

a
(f + g) =

∫ b

a
f +

∫ b

a
g. Wykorzystaj:

(a) de�nicj¦ caªki Darboux i wªasno±ci kresów; (b) de�nicj¦ caªki Riemanna.
(4) Udowodnij (wykorzystuj¡c de�nicj¦ caªki Riemanna), »e je±li f jest caªkowalna

na [a, b] (w sensie Darboux) oraz c ∈ R, to
∫ b

a
(cf) = c

∫ b

a
f .

(5) Podaj przykªad funkcji f takiej, »e |f | jest caªkowalna na [a, b] (w sensie Darboux),
ale f nie jest caªkowalna na [a, b] (w sensie Darboux).

(6) Udowodnij, »e je±li f jest caªkowalna na [a, b] (w sensie Darboux), za± funkcja g
speªnia warunek |g(s) − g(t)| ≤ |f(s) − f(t)| dla t, s ∈ [a, b], to funkcja g jest
caªkowalna na [a, b] (w sensie Darboux). Wywnioskuj, »e je±li f jest caªkowalna
na [a, b] (w sensie Darboux), to |f | jest caªkowalna na [a, b] (w sensie Darboux).

(7) Wywnioskuj ogólniejsze twierdzenie: je±li f jest caªkowalna na [a, b] (w sensie
Darboux), za± g jest ró»niczkowaln¡ funkcj¡, której pochodna jest ci¡gªa na R, to
g ◦ f jest caªkowalna na [a, b] (w sensie Darboux). W szczególno±ci caªkowalne s¡
zatem funkcje dane wzorami (f(t))2 czy ef(t).

(8) Udowodnij, »e je±li funkcja f jest caªkowalna (w sensie Darboux) na [−a, a] i
jest nieparzysta, to

∫ a

−a f = 0. Udowodnij analogiczne twierdzenie dla funkcji
parzystych.

(9) Zidenty�kuj wyrazy ci¡gu danego wzorem

an =
n

n2 + 12
+

n

n2 + 22
+

n

n2 + 32
+ . . .+

n

n2 + n2

z sumami caªkowymi Riemanna funkcji danej wzorem 1/(1 + t2) na przedziale
[0, 1] i oblicz granic¦ ci¡gu (an).

(10) Oblicz analogicznie

lim
n→+∞

(
1√

n2 + n
+

1√
n2 + 2n

+
1√

n2 + 3n
+ . . .+

1√
n2 + n2

)
.

(11) Oblicz analogicznie (stosuj¡c nierównomierny podziaª przedziaªu caªkowania!)

lim
n→+∞

(
1

n2 + 12
+

3

n2 + 22
+

5

n2 + 33
+ . . .+

2n− 1

n2 + n2

)
.
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