Lista zadan nr 1: calka Riemanna

(1) Przypomnij definicje:
e podziatu P;
e podzialu z punktami posrednimi P;
e sumy dolnej S,(f,P) i sumy gornej S*(f,P) Darboux;
®

sumy calkowej S(f,P) Riemanna;
—b
e calki dolnej fbf i gornej [ f Darboux;

e calki Darboux f;f oraz calki Riemanna z f na przedziale [a, b].
(2) Przypomnij twierdzenia:

e 0 rownowaznosci calki Darboux i catki Riemanna;

e o catkowalnosci funkcji ciagtych oraz o catkowalnosci funkcji ograniczonych,
cigglych poza skoriczona liczba punktow;
o zgodnos$ci catki oznaczonej i catki Riemanna;

0 wzorze f:f:fabf—i—fbcf;

o nieréwnosci ‘f; f’ < ff |f] (i innych nieréwnosciach dla calek).

(3) Udowodnij na dwa sposoby, ze jesli f i g sa catkowalne na [a, b] (w sensie Darboux
lub réownowaznie w sensie Riemanna), to fab(f +g) = fabf + fab g. Wykorzystaj:
(a) definicje catki Darboux i wlasnodci kresow; (b) definicje catki Riemanna.

(4) Udowodnij (wykorzystujac definicje calki Riemanna), ze jesli f jest calkowalna
na [a,b] (w sensie Darboux) oraz ¢ € R, to fab(cf) = cff f.

(5) Podaj przyktad funkeji f takiej, ze | f| jest calkowalna na [a, b] (w sensie Darboux),
ale f nie jest calkowalna na [a,b] (w sensie Darboux).

(6) Udowodnij, ze jesli f jest calkowalna na [a,b] (w sensie Darboux), za$ funkcja g
spelia warunek |g(s) — g(t)| < |f(s) — f(t)| dla t,s € [a,b], to funkcja g jest
catkowalna na [a,b] (w sensie Darboux). Wywnioskuj, ze jesli f jest catlkowalna
na [a, b] (w sensie Darboux), to |f| jest calkowalna na [a,b] (w sensie Darboux).

(7) Wywnioskuj ogolniejsze twierdzenie: jesli f jest catkowalna na [a,b] (w sensie
Darboux), za$ g jest rézniczkowalng funkeja, ktorej pochodna jest ciagla na R, to
go f jest catkowalna na [a,b] (w sensie Darboux). W szczegblnosci catkowalne sg
zatem funkcje dane wzorami (f(t))? czy e/®.

(8) Udowodnij, ze jesli funkcja f jest calkowalna (w sensie Darboux) na [—a,a] i
jest nieparzysta, to ffu f = 0. Udowodnij analogiczne twierdzenie dla funkcji

parzystych.
(9) Zidentyfikuj wyrazy ciagu danego wzorem
on n n n
n = n2+12+n2+22+n2+32+“'+n2—|—n2

z sumami calkowymi Riemanna funkcji danej wzorem 1/(1 + t?) na przedziale
[0, 1] i oblicz granice ciagu (ay).
(10) Oblicz analogicznie
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(11) Oblicz analogicznie (stosujac nieréwnomierny podzial przedziatu catkowania!)
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