
Lista zada« nr 10: szeregi pot¦gowe

(1) Znajd¹ promie« zbie»no±ci szeregów pot¦gowych∑
n≥0

n! tn

(2n)!
,

∑
n≥1

nntn

n!
,

∑
n≥0

sin(n)tn,
∑
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nntn
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.

Wykorzystaj twierdzenie z pierwszego semestru: je±li lim
n→+∞

an+1

an
= x ≥ 0, to lim

n→+∞
n
√
an = x.

(2) Wyznacz tyle wyrazów, ile to mo»liwe, szeregu pot¦gowego:

(2 + z + 2z2 + z3 + . . .)(1− 2z + z2 − 2z3 + . . .).

Czy potra�sz odgadn¡¢, jakie szeregi pot¦gowe miaª na my±li autor zadania i
wyrazi¢ ich sum¦ w zwartej postaci?

(3) Wyznacz tyle wyrazów, ile to mo»liwe, szeregu pot¦gowego:

1− 2z + z2 − 2z3 + . . .

2 + z + 2z2 + z3 + . . .
.

(4) Wyznacz tyle wyrazów, ile to mo»liwe, zªo»enia (w wybranej kolejno±ci) funkcji
danych szeregami pot¦gowymi:

z − 2z2 + z3 − 2z4 + . . . oraz 2z + z2 + 2z3 + z4 + . . . .

(5) Sprawd¹, »e szereg pot¦gowy o wspóªczynnikach an (o dodatnim promieniu zbie»-
no±ci) okre±la funkcj¦ parzyst¡ wtedy i tylko wtedy, gdy an = 0 dla n nieparzy-
stych. Sformuªuj podobne twierdzenie dla funkcji nieparzystych.

(6) Wyznacz kilka pierwszych wyrazów szeregu pot¦gowego (o ±rodku w 0) funkcji
f(t) = exp(exp(t) − 1). Zrób to na dwa sposoby: (a) przez skªadanie szeregów;
(b) przez obliczanie kolejnych pochodnych. Wykorzystaj to do wyznaczenia sze-
regu pot¦gowego funkcji exp(exp(t)).
Czym s¡ liczby i wielomiany Bella?

(7) Szereg
∑

n≥0 n! t
n ma zerowy promie« zbie»no±ci. Mimo to mo»na udowodni¢,

»e istnieje szereg
∑

n≥0 ant
n taki, »e (formalny) iloczyn szeregów pot¦gowych(∑

n≥0 n! t
n
)
·
(∑

n≥0 ant
n
)
jest równy jeden, tj. jest szeregiem 1+0t+0t2+0t3+. . .

Znajd¹ kilka pierwszych wspóªczynników an.
(8) Niech f(t) = (1 − t)a = exp(a ln(1 − t)) dla t < 1. Uzasadnij, »e f jest funkcj¡

analityczn¡ (powoªuj¡c si¦ na odpowiednie twierdzenia z wykªadu). Znajd¹ szereg
Maclaurina funkcji (1− t)a. Wyznacz promie« zbie»no±ci tego szeregu.
Wobec analityczno±ci f automatycznie suma tego szeregu jest równa f(t)!

(9) Wykorzystaj poprzednie zadanie dla a = −1
2
do wyznaczenia szeregu pot¦gowego

funkcji 1/
√
1− t2. Scaªkuj ten szereg wyraz po wyrazie, aby uzyska¢ szereg Mac-

laurina funkcji arcsin(t). Wywnioskuj (wykorzystuj¡c twierdzenie Abela), »e:
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(10) Zapisz szereg pot¦gowy funkcji 1
1+t2

i scaªkuj go wyraz po wyrazie, by uzyska¢
szereg Maclaurina funkcji arctg(t). Jaki jest promie« zbie»no±ci tych szeregów?
Wywnioskuj (wykorzystuj¡c twierdzenie Abela), »e:

π

4
=
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.

Pierwszych 10 skªadników ostatniego wzoru sumuje si¦ do 57714753584

10606611015
√
3
= 3,141590 . . . (π = 3,141592 . . .).



Zadania dodatkowe

(A) Niech

C(t) =
+∞∑
n=0

(−1)nt2n

(2n)!
, S(t) =

+∞∑
n=0

(−1)nt2n+1

(2n+ 1)!
.

Operuj¡c tylko wªasno±ciami szeregów pot¦gowych, uzasadnij, »e S ′(t) = C(t),
C ′(t) = −S(t), S(t + s) = S(t)C(s) + C(t)S(s), C(t + s) = C(t)C(s)− S(t)S(s)
oraz (S(t))2 + (C(t))2 = 1 (ostatnia równo±¢ ªatwo wynika z przedostatniej dla
s = −t). Udowodnij ponadto, »e istnieje liczba p > 0 taka, »e C(t) > 0 dla
t ∈ [0, p), lecz C(p) = 0.
W ten sposób formalnie de�nije si¦ cos(t) = C(t), sin(t) = S(t) oraz π = 2p.

(B) Niech (dn) b¦dzie dowolnym ci¡giem liczb rzeczywistych. Udowodnij, »e istnieje
niesko«czenie wiele razy ró»niczkowalna funkcja f taka, »e f (n)(0) = dn dla n ∈ N.
W tym celu niech h b¦dzie dowolnie wiele razy ró»niczkowaln¡ funkcj¡, która
jest równa 1 w przedziale [−1, 1] oraz 0 w zbiorze (−∞,−2] ∪ [2,+∞) (funkcja
taka zostaªa skonstruowana w zadaniu dodatkowym (B) na li±cie zada« nr 14 w
poprzednim semestrze). Niech:

Mn = sup
{
|h(k)(x)| : k < n, x ∈ R

}
,

λn = 8nn!Mnmax(1, |dn|),

fn(x) = dn
xn

n!
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f(x) =
+∞∑
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fn(x).

Zauwa», »e f
(k)
n (0) = 0 dla wszystkich k 6= n oraz f

(n)
n (0) = dn. Udowodnij, »e

je±li k < n, to:

|f (k)
n (x)| ≤ 2−n.

Nast¦pnie wykorzystaj kryterium Weierstrassa, by wywnioskowa¢ jednostajn¡

zbie»no±¢ szeregów
∑
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n i w konsekwencji równo±¢:
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Wskazówka: udowodnij, »e gdy |x| < 2λ−1n , k < n, to
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