
Lista zada« nr 11: caªki z parametrem

(1) Oblicz

∫ 1

0

t(t− 1)(t− 2)

ln(t)
dt.

Wskazówka: wykªad!

(2) Dla p ≥ 0 oblicz F (p) =

∫ +∞

0

ln(1 + p2t2)

1 + t2
dt.

Wskazówka: uzasadnij, »e mo»na ró»niczkowa¢ wzgl¦dem p pod znakiem caªki.

(3) Oblicz

∫ π/2

0

t

tg(t)
dt.

Wskazówka: rozwa» F (p) =

∫ π/2

0

arctg(p tg(t))

tg(t)
dt.

(4) Udowodnij, »e (Γ′(p))2 ≤ Γ(p)Γ′′(p). Wywnioskuj, »e funkcja digamma ψ(p) =
Γ′(p)/Γ(p) jest rosn¡ca, a wi¦c funkcja ln(Γ(p)) jest wypukªa.
Wskazówka: zapisz 2Γ′(p)Γ′(p) oraz Γ(p)Γ′′(p) + Γ′′(p)Γ(p) w postaci caªek iterowanych (w ka»dym

iloczynie pierwszy czynnik jako caªka po t, drugi � po s) i porównaj funkcje podcaªkowe.

(5) Dla n ∈ Z oraz t > 0 niech:

Jn(t) =
1

π

∫ π

0

cos(ns− t sin(s))ds.

Zauwa», »e Jn jest ci¡gª¡ funkcj¡ t > 0 oraz J ′n(t) = 1
2
Jn−1(t)− 1

2
Jn+1(t).

Jn to tzw. funkcja Bessela (pierwszego rodzaju).

(6) Dla n ∈ Z oraz t > 0 niech:

In(t) =
1

π

∫ π

0

et cos(s) cos(ns)ds.

Zauwa», »e In jest ci¡gª¡ funkcj¡ t > 0 oraz I ′n(t) = 1
2
In−1(t) + 1

2
In+1(t).

Iα to tzw. zmody�kowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju.

(7) Dla α ∈ R oraz t > 0 niech:

Kα(t) =

∫ +∞

0

e−t cosh(s) cosh(αs)ds.

Udowodnij, »e Kα jest ci¡gª¡ funkcj¡ t > 0 oraz K ′α(t) = −1
2
Kα−1(t)− 1

2
Kα+1(t).

Kα to tzw. zmody�kowana funkcja Bessela drugiego rodzaju.

(8) Niech 0 < a < b. Zauwa», »e:

e−at − e−bt

t
=

∫ b

a

e−stds.

Wykorzystaj to do obliczenia caªki Frullaniego:∫ +∞

0

e−at − e−bt

t
dt = ln

(
b

a

)
.

Starannie uzasadnij prawidªowo±¢ zamiany kolejno±ci caªkowania.
(9) Udowodnij, »e je±li p, q > 1 oraz 0 ≤ t ≤ u, to:

tp−1(u− t)q−1e−u ≤ (tp−1e−t/2)(uq−1e−u/2)

i wywnioskuj, »e prawidªowa jest zmiana kolejno±ci caªkowania z wykªadu:∫ +∞

0

(∫ +∞

t

tp−1(u− t)q−1e−udu
)
dt =

∫ +∞

0

(∫ u

0

tp−1(u− t)q−1e−udt
)
du.

(10) Znajd¹ dalsz¡ cz¦±¢ cytatu: I had learned to do integrals by various methods. . .



Zadania dodatkowe

(A) Dla p ∈ [0,+∞] niech:

F (p) =

∫ +∞

0

e−pt sin(t)

t
dt.

Uzasadnij, »e F jest ci¡gªa na [0,+∞] i ró»niczkowalna na (0,+∞) oraz oblicz
F ′(p). Wywnioskuj, »e F (p) = π

2
− arctg(p). Udowodnij, »e F jest ci¡gªa w 0 i

wobec tego F (0) = π
2
.

(B) Caªka z parametrem:

F (p) =

∫ b−

a

f(p, t)dt

jest jednostajnie zbie»na wzgl¦dem p ∈ [α, β], je±li granica:

lim
s→b−

∫ s

a

f(p, t)dt = F (p)

istnieje jednostajnie wzgl¦dem p ∈ [α, β]. Udowodnij, »e je±li f(p, t) jest ci¡gªa
na [a, b)× [α, β] i caªka z parametrem z f(p, t) jest jednostajnie zbie»na wzgl¦dem
p ∈ [α, β], to:∫ β

α

(∫ b−

a

f(p, t)dt

)
dp =

∫ b−

a

(∫ β

α

f(p, t)dp

)
dt.

(C) Przypu±¢my, »e f jest funkcj¡ o ci¡gªej pochodnej na (0,+∞) oraz »e f ma granice
jednostronne p = lim

t→0+
f(t) oraz q = lim

t→+∞
f(t). Niech 0 < a < b. Zauwa», »e:

f(bt)− f(at)

t
=

∫ b

a

f ′(st)ds.

Wykorzystaj to do obliczenia caªki Frullaniego:∫ +∞

0

f(bt)− f(at)

t
dt = (q − p) ln

(
b

a

)
.

Starannie uzasadnij, »e mo»na zamieni¢ kolejno±¢ caªkowania.

(D) Oblicz

∫ 1

0

t− 1

ln(t)
dt.

(E) Udowodnij, »e Γ jest jedyn¡ funkcj¡ wypukª¡, która speªnia warunki Γ(1) = 1
oraz Γ(p+ 1) = pΓ(p) dla p > 0.

(F) Wykorzystaj wzór Wallisa i wypukªo±¢ funkcji Γ, by udowodni¢, »e Γ(1
2
) =
√
π.
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