Lista zadan nr 11: calki z parametrem

(1) Oblicz /0 £t _1111)(3_2)

Wskazowka: wyktad!

+o0 1 1 242
(2) Dla p> 0 oblies F(p) = | WA+ P
0 1+t

Wskazéwka: uzasadnij, ze mozna rézniczkowaé wzgledem p pod znakiem catki.

w/2 ¢
(3) Oblicz / g
0

tg(t) B
Wskazowka: rozwaz F(p) = / %E;gﬁ)) dt.
0
(4) Udowodnij, ze (I"(p))* < T'(p)T”(p). Wywnioskuj, ze funkcja digamma (p) =
I(p)/T'(p) jest rosnaca, a wiec funkcja In(I'(p)) jest wypukta.
Wskazowka: zapisz 21" (p)I”(p) oraz I'(p)I"'(p) + I’ (p)I'(p) w postaci calek iterowanych (w kazdym
iloczynie pierwszy czynnik jako calka po ¢, drugi — po s) i poréwnaj funkcje podcatkowe.

(5) Dla n € Z oraz t > 0 niech:

Jn(t) = = /07T cos(ns — tsin(s))ds.

T

dt.

Zauwaz, ze J, jest ciagla funkcja t > 0 oraz J)(¢) = 3 J,_1(t) — 3Jns1(2).
Jn to tzw. funkcja Bessela (pierwszego rodzaju).

(6) Dla n € Z oraz t > 0 niech:

I,(t) = —/ et ) cos(ns)ds.
0

™

Zauwaz, ze I, jest ciagly funkcja t > 0 oraz I),(t) = $1,—1(t) + 3141 (2).

I, to tzw. zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju.

(7) Dla o € R oraz t > 0 niech:
+oo
K, (t) :/ e7teosh() cosh(aus)ds.
0

Udowodnij, ze K, jest ciagta funkcja t > 0 oraz K/ (t) = —%Ka_l(t) — %Kaﬂ(t).
K, to tzw. zmodyfikowana funkcja Bessela drugiego rodzaju.

(8) Niech 0 < a < b. Zauwaz, ze:

—at —bt b
e — € o st
—_— = (& dS.
t a

Wykorzystaj to do obliczenia catki Frullaniego:

+oo —at _ _—bt
/ e e (9) .
0 t a

Starannie uzasadnij prawidlowos$¢ zamiany kolejnosci catkowania.
(9) Udowodnij, ze jesli p,q > 1 oraz 0 < t < u, to:

tp_l(u . t)q_le_u < (tp—le—t/2)(uq—1e—u/2)

i wywnioskuj, ze prawidlowa jest zmiana kolejnosci catkowania z wyktadu:

+oo +o0 +o0 u
/ (/ P~y — t)qle“du) dt = / (/ P~y — t)qle“dt) du.
0 t 0 0

(10) Znajdz dalsza czes¢ cytatu: I had learned to do integrals by various methods. . .



ZADANIA DODATKOWE
(A) Dla p € [0, +o00| niech:

F(p) = / e sin)
0 t
Uzasadnij, ze F jest ciagta na [0, +00] i rézniczkowalna na (0, +00) oraz oblicz
F'(p). Wywnioskuj, ze F(p) = 5 — arctg(p). Udowodnij, Zze F jest ciagla w 0 i
wobec tego F'(0) = 7.
(B) Calka z parametrem:

F(p)Z/_f(p,t)dt

jest jednostajnie zbiezna wzgledem p € |« 5], jesli granica:

s

lim f(p,t)dt = F(p)

s=b~ Jq

istnieje jednostajnie wzgledem p € [a, §]. Udowodnij, ze jesli f(p,t) jest ciagta
na [a,b) X [a, 8] i catka z parametrem z f(p,t) jest jednostajnie zbiezna wzgledem
p € [a, 8], to:

/j </ab [, t)dt> dp = /ab (/j f(p, t)dp> dt.

(C) Przypusémy, ze f jest funkcja o ciaglej pochodnej na (0, +00) oraz ze f ma granice
jednostronne p = lim f(t) oraz ¢ = tliI_El f(t). Niech 0 < a < b. Zauwaz, ze:
t—0 —+0o0

f(bt);f(at) :/av f/(St)dS.

Wykorzystaj to do obliczenia catki Frullaniego:

+det:(q—p)ln (9>

t
0
Starannie uzasadnij, ze mozna zamieni¢ kolejnos$¢ calkowania.
1
t—1
(D) Oblicz / —dt.
o In(t)

(E) Udowodnij, ze T jest jedyna funkcja wypukta, ktora spetnia warunki I'(1) = 1
oraz I'(p+ 1) = pl(p) dla p > 0.
(F) Wykorzystaj wzor Wallisa i wypuklos¢ funkeji T', by udowodnié, ze I'(3) = /7.
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