
Lista zada« nr 6: caªki niewªa±ciwe (1/2)

(1) Udowodnij kryterium Dirichleta dla caªek niewªa±ciwych bez odwoªywania si¦ do
caªki Riemanna�Stieltjesa, za to przy dodatkowym zaªo»eniu, »e funkcja f ma
ci¡gª¡ pochodn¡, za± funckja g jest ci¡gªa.

(2) Zbadaj, w zale»no±ci od parametrów p i q, zbie»no±¢ caªek:∫ +∞

0

tp−1e−tdt,
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0
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∫ +∞

0
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dt.

(3) Zachodzi:∫ ∞
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0 = 0.

Czy rzeczywi±cie?

(4) Funkcja f jest caªkowalna w sensie Riemanna na ka»dym przedziale [0, b] dla b > 0,

a caªka

∫ +∞

0

f(t)dt jest zbie»na. Czy caªka

∫ +∞

0

(f(t))2dt jest zbie»na?

(5) Czy odpowied¹ na pytanie z poprzedniego zadania zmieni si¦, gdy zaªo»ymy do-
datkowo, »e f(t) ≥ 0 dla wszystkich t ≥ 0?

(6) Czy odpowied¹ na pytania z poprzednich dwóch zada« zmieni si¦, gdy zaªo»ymy

dodatkowo, »e caªka

∫ +∞

0

(f(t))3dt jest zbie»na?

(7) Rozstrzygnij zbie»no±¢ caªek niewªa±ciwych:∫ +∞

0

sin(t2)dt,

∫ 1

0

sin(1
t
)

t
dt,

∫ 1

0

sin(1
t
)

t2
dt.



Kryterium Dirichleta

Je±li funkcja f jest malej¡ca na [A,+∞), lim
t→+∞

f(t) = 0, funkcja g jest

caªkowalna na [A, b) dla ka»dego b > A oraz funkcja G(b) =

∫ b

A

g(t)dt jest

ograniczona na [A,+∞), to

∫ +∞

A

f(t)g(t)dt jest zbie»na.

Dowód. Zachodzi:∫ +∞

0

f(t)g(t)dt = lim
b→+∞

∫ b

A

f(t)g(t)dt

= lim
b→+∞

∫ b

A

f(t)dG(t)

= lim
b→+∞

(
f(b)G(b)− f(A)G(A)−

∫ b

A

G(t)df(t)

)
= 0− f(A)G(A)− lim

b→+∞

∫ b

A

G(t)df(t);

zastosowali±my w kolejnych równo±ciach: de�nicj¦ caªki niewªa±ciwej, wzór na podsta-
wienie w caªce Riemanna�Stietjesa (nieudowodniony na wykªadzie), wzór na caªkowanie
przez cz¦±ci (udowodniony), zaªo»enia kryterium. Istnienie wszystkich caªek jest konse-
kwencj¡ wymienionych twierdze«.

Niech |G(t)| ≤M dla t ∈ [A,+∞). Funkcja f jest malej¡ca, zatem gdy A < b1 < b2, to:∫ b2

b1

G(t)df(t) ≥
∫ b2

b1

Mdf(t) = M(f(b2)− f(b1)),∫ b2

b1

G(t)df(t) ≤
∫ b2

b1

(−M)df(t) = −M(f(b2)− f(b1));

w istocie, nierówno±ci dla caªek wynikaj¡ z analogicznych nierówno±ci dla sum caªkowych

(przyrosty f s¡ ujemne!). Wobec tego gdy h(b) =

∫ b

A

G(t)df(t) dla b > A oraz gdy

b1, b2 > A, to zachodzi:

|h(b2)− h(b1)| =
∣∣∣∣∫ b2

b1

G(t)df(t)

∣∣∣∣ ≤M |f(b2)− f(b1)|.

Funkcja f ma granic¦ w +∞, zatem speªnia warunek Cauchy'ego istnienia granicy w
+∞: dla ka»dego ε > 0 istnieje b > A takie, »e gdy b1, b2 > b, to |f(b1) − f(b2)| < ε.
Ten sam warunek speªnia wi¦c funkcja h, a to oznacza, »e h ma granic¦ w +∞. Na
mocy pierwszej równo±ci w niniejszym dowodzie oznacza to zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej∫ +∞

0

f(t)g(t)dt. �
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