Lista zadan nr 6: calki niewlasciwe (1/2)

(1) Udowodnij kryterium Dirichleta dla catek niewlasciwych bez odwolywania sie do
catki Riemanna—Stieltjesa, za to przy dodatkowym zatozeniu, ze funkcja f ma
ciagta pochodna, zas funckja g jest ciagla.

(2) Zbadaj, w zaleznosci od parametréow p i ¢, zbiezno$¢ catek:
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(3) Zachodzi:
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Czy rzeczywiscie?

(4) Funkcja f jest caltkowalna w sensie Riemanna na kazdym przedziale [0, b] dla b > 0,
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a calka f(t)dt jest zbiezna. Czy calka / (f(t))%dt jest zbieina?
0
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(5) Czy odpowiedz na pytanie z poprzedniego zadania zmieni sie, gdy zalozymy do-
datkowo, ze f(t) > 0 dla wszystkich ¢ > 07

(6) Czy odpowiedz na pytania z poprzednich dwoch zadan zmieni sie, gdy zalozymy
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dodatkowo, ze calka / (f(t))3dt jest zbiezna?
0

(7) Rozstrzygnij zbieznosé catek niewlasciwych:
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KRYTERIUM DIRICHLETA

Jesli funkcja f jest malejgea na [A,+o00), lUm f(t) = 0, funkcja g jest

t—>+oo
b
catkowalna na [A,b) dla kazdego b > A oraz funkcja G(b) = / g(t)dt jest
A
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ograniczona na [A, +00), to f(t)g(t)dt jest zbiezina.
A

Dowdd. Zachodzi:
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zastosowaliSmy w kolejnych rownosciach: definicje calki niewlasciwej, wzoér na podsta-
wienie w calce Riemanna—Stietjesa (nieudowodniony na wykladzie), wzér na catkowanie
przez czesci (udowodniony), zalozenia kryterium. Istnienie wszystkich caltek jest konse-
kwencja wymienionych twierdzeri.
Niech |G(t)| < M dlat € [A,4+00). Funkcja f jest malejaca, zatem gdy A < by < by, to:
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G(t)df(t) = [ Mdf(t) = M(f(b2) — f(b1)),
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w istocie, nierownosci dla calek wynikaja z analogicznych nieréwnosci dla sum catkowych
b

(przyrosty f sa ujemne!). Wobec tego gdy h(b) = / G(t)df(t) dla b > A oraz gdy
A

bi,by > A, to zachodzi:
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Funkcja f ma granice w +oo, zatem spelnia warunek Cauchy’ego istnienia granicy w
+o00: dla kazdego € > 0 istnieje b > A takie, ze gdy by,by > b, to |f(b1) — f(b)] < e.
Ten sam warunek spelnia wiec funkcja h, a to oznacza, ze h ma granice w +oo. Na

mocy pierwszej rOwnosci w niniejszym dowodzie oznacza to zbiezno$¢ catki niewlasciwej
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|h(b2) - h(bl)| =
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