Lista zadan nr 7: calki niewlasciwe (2/2)
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(1) Oblicz / e " cos(bt)dt, gdy a > 0, b € R.
0

o In(t)

(2) Oblicz /

o 1+
t

+oo
Liczba / In(t)
L 1t

dt.

dt nazywana jest statq Catalana; nie wiadomo, czy jest to liczba wymiernal!

+oo +o0o
(3) Uzasadnij, ze calki / sin(t?)dt oraz / cos(t?)dt sa zbiezne.
0 0
Obie te catki sg réwne /7/8.

(4) Zbadaj zbieznosé catki /
0+
Wskazowka: gdy p < 0, zastosuj podstawienie t¥ = s.

! sin(tP)

dt w zaleznosci od parametréw p, q € R.

(5) Niech f bedzie malejacg funkcja na [A, +00), zbiezna do zera w +00. Uzasadnij,
+oo

ze calka f(t)sin(t)dt jest bezwzglednie zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy
A

+oo
zbiezna jest calka ft)de.
A _ +o00 1 _
a— “n® a—1

n=

a

(6) Udowodnij, ze jesli a > 1, to

(7) Dodatnia funkcja f jest malejaca na [A,4+00) (gdzie A > 0) oraz spelnia nierow-
nos¢ f(e') > e tf(t). Udowodnij, ze szereg Z f(n) jest rozbiezny.
n>A



ZADANIA DODATKOWE

(A)
(B)

(©)

(D)

Wykorzystaj wynik zadania (7) do rozwiazania zadania (B) z listy zadan nr 3.
Udowodnij teze z zadania (7) przy nastepujacych zatozeniach: f jest dodatnia i
malejaca na [A, +00), g jest rozniczkowalna na [A, +00), g(A) > A, ¢'(t) > 0 dla

L€ [A, +oo) oraz f(g(t) = f(t)/g'(1)- |
1 oo
Niech f(t) = . Czy calka / f(t)dt jest zbiezna? Gdzie sa punkty
0

/| sin(t)]et

osobliwe tej calki? Jak poprawnie zdefiniowa¢ te calke?
B
Wartosciqg gtowng Cauchy’ego calki / f(t)dt z osobliwosciag w punkcie ty €
A
(A, B) nazywamy granice:

PV/AB f(#)dt = Tim </t0_€f(t)dt+ ’ f(t)dt),

8—)0+ A t0+€
o ile granica ta istnieje; PV to skrot od ang. principal value. Udowodnij, ze
jesli funkcja f jest ciagla na [A, B] i rézniczkowalna w ¢ty € (A, B), to calka

B
t
PV %dt jest zbiezna. Wywnioskuj, ze jesli f jest rozniczkowalna na R
A t—1o
+o0o
oraz calka f(t)dt jest zbiezna, to poprawnie okreslona jest transformata

Hilberta funka?io f:

™ S —

Hf(t) = lPV/jOOLS)tds

[e.e]

(mamy tu trzy osobliwosci: zwykle calki niewtasciwe w 400 oraz —oo, a takze
warto$¢ gtowna Cauchy’ego catki w punkcie ¢).
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