
Lista zada« nr 8: zbie»no±¢ jednostajna

(1) Zbadaj zbie»no±¢ jednostajn¡ na (0, 1] szeregów∑
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(2) Ci¡g funkcji (fn) jest zbie»ny jednostajnie do funkcji ci¡gªej f , za± ci¡g argumen-
tów (tn) jest zbie»ny do t. Udowodnij, »e ci¡g (fn(tn)) jest zbie»ny do f(t).

(3) Udowodnij, »e szereg
∑
n

sin(nt)

n
:

(a) jest zbie»ny dla ka»dego t ∈ R;
(b) nie jest bezwzgl¦dnie zbie»ny gdy t nie jest wielokrotno±ci¡ π;
(c) nie jest jednostajnie zbie»ny na R.
Wskazówka: w (c) wyka», »e sn(

1
n
) ≥ 2

π
.

(4) Wykorzystuj¡c m.in. przykªady z poprzedniego zadania oraz z wykªadu, wska»

szereg funkcyjny
∑
n

fn na odpowiednim przedziale I, który jest:

(a) bezwzgl¦dnie jednostajnie zbie»ny na I;
(b) zbie»ny warunkowo jednostajnie na I oraz zbie»ny bezwzgl¦dnie dla t ∈ I;
(c) niezbie»ny jednostajnie na I oraz zbie»ny bezwzgl¦dnie punktowo na I;
(d) zbie»ny warunkowo jednostajnie na I oraz zbie»ny warunkowo punktowo na I;
(e) niezbie»ny jednostajnie na I oraz zbie»ny warunkowo punktowo na I.

(5) Podaj przykªad ci¡gu fn funkcji ró»niczkowalnych w 0 zbie»nego jednostajnie na
[−1, 1] do funkcji f ró»niczkowalnej w 0 i takiej, »e f ′(0) 6= lim

n→+∞
f ′
n(0).

(6) Wska» przykªad ci¡gu funkcji fn ci¡gªych na R i zbie»nych puntowo na R oraz
takich, »e lim

n→+∞
fn(0) = 1, lecz lim

t→0
f(t) = 0.

(7) Udowodnij, »e funkcja Riemanna jest granic¡ punktow¡ ci¡gu funkcji ci¡gªych.
Czy jest granic¡ jednostajn¡ ci¡gu funkcji ci¡gªych?
Na marginesie � funkcja Riemanna ma du»o ciekawych nazw po angielsku!

https://en.wikipedia.org/wiki/Thomae's_function


Zadania dodatkowe

(A) Udowodnij, »e ci¡g fn(t) =

(
1 +

t

n

)n

jest zbie»ny jednostajnie do exp(t) na

ka»dym przedziale [−a, a].
(B) Udowodnij jednostajn¡ wersj¦ kryteriów Dirichleta i Abela.
(C) Udowodnij, »e funkcja Dirichleta jest granic¡ punktow¡ ci¡gu granic punktowych

ci¡gów funkcji ci¡gªych.
Jedno z twierdze« Baire'a orzeka, »e granica punktowa ci¡gu funkcji ci¡gªych na ustalonym przedziale

ma wiele punktów ci¡gªo±ci. Wynika st¡d, »e funkcja Dirichleta nie jest granic¡ punktow¡ ci¡gu funkcji

ci¡gªych!
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