
Lista zada« nr 9: zamiana kolejno±ci

(1) Niech fn(t) =
n2t2

(1 + t2)n
. Wyznacz:

lim
n→+∞

(
lim
t→0

fn(t)
)
, lim

t→0

(
lim

n→+∞
fn(t)

)
, lim

n→+∞
fn(

1
n
).

Czy ci¡g funkcji (fn) jest zbie»ny jednostajnie na R?
(2) Wyznacz:

lim
k→+∞

+∞∑
n=1

k3 + n3

2nk3 + 1
.

Wskazówka: sprawd¹, »e wyrazy sumy nie przekraczaj¡ (1+n3)/2n i skorzystaj z kryteriumWeierstrassa.

(3) Niech:

an,k =


1

n2 + n
gdy n > k,

0 gdy n = k,

− 1

k2 + k
gdy n < k.

Sprawd¹, »e:
+∞∑
n=1

(
+∞∑
k=1

an,k

)
= −1 oraz

+∞∑
k=1

(
+∞∑
n=1

an,k

)
= 1.

(4) Niech fn(t) = n2te−nt. Sprawd¹, »e ci¡g funkcji (fn) d¡»y punktowo do funkcji
stale równej zero na [0, 1] oraz wyznacz:

lim
n→+∞

∫ 1

0

fn(t)dt.

Czy ci¡g funkcji (fn) d¡»y do zera jednostajnie na [0, 1]?
(5) Funkcja g jest nieujemna i ma caªk¦ niewªa±ciw¡ na przedziale [A,B). Ponadto

ci¡g caªkowalnych funkcji (fn) jest zbie»ny jednostajnie do f na ka»dym przedziale
[a, b] zawartym w [A,B) oraz 0 ≤ fn(t) ≤ g(t) dla t ∈ [A,B). Udowodnij, »e:

lim
n→+∞

∫ B−

A

fn(t)dt =

∫ B−

A

f(t)dt.

Czy prawdziwe jest analogiczne twierdzenie dla caªek niewªa±ciwych

∫ B−

A+

?

(6) Niech

fn(t) =


2n gdy t ∈ (0, 1

2n
],

−2n gdy t ∈ ( 1
2n
, 2
2n
],

0 gdy t ∈ {0} ∪ ( 1
2n
,+∞).

Wyznacz:
+∞∑
n=0

(∫ 1

0

fn(t)dt

)
oraz

∫ 1

0

(
+∞∑
n=0

fn(t)

)
dt.
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