
Typowe elementy dowodów w analizie

• W de�nicjach granic czy ci¡gªo±ci wystarczy rozwa»a¢ �odpowiednio maªe ε > 0�
albo �odpowiednio du»e M �. Na przykªad:∧

ε∈(0,1/2)

∨
N

∧
n>N

|an − x| < ε wtedy i tylko wtedy, gdy
∧
ε>0

∨
N

∧
n>N

|an − x| < ε.

• W tych samych de�nicjach mo»na zast¡pi¢ nierówno±ci ostre nierówno±ciami sªa-
bymi. Na przykªad:∧

ε>0

∨
N

∧
n>N

|an − x| ≤ ε wtedy i tylko wtedy, gdy
∧
ε>0

∨
N

∧
n>N

|an − x| ≤ ε.

• W takich de�nicjach w nierówno±ciach mo»e te» pojawi¢ si¦ inna wielko±¢ ni» ε,
pod warunkiem, »e mo»na uczyni¢ j¡ dowolnie maª¡. Na przykªad:

je±li
∧
ε>0

∨
N

∧
n>N

|an − x| ≤ 3
√
ε, to lim

n→+∞
an = x;

je±li
∧
k>0

∨
N

∧
n>N

|an − x| ≤
1√
k
, to lim

n→+∞
an = x;

lub przeciwnie:

je±li lim
n→+∞

an = x, to
∧
ε>0

∨
N

∧
n>N

|an − x| ≤
ε2

3
.

• Wªasno±ci jednostajne (ci¡gªo±¢, zbie»no±¢) s¡ silniejsze ni» wªasno±ci punktowe.
Na przykªad:

je±li
∧
ε>0

∨
δ>0

∧
t

∧
s

|t− s| < δ =⇒ |f(t)− f(s)| < ε,

to
∧
t

∧
ε>0

∨
δ>0

∧
s

|t− s| < δ =⇒ |f(t)− f(s)| < ε.

• Przy dwóch (lub wi¦cej) relacjach mo»na dobiera¢ wspólne N czy δ > 0. Na
przykªad:

je±li lim
n→+∞

an = x oraz lim
n→+∞

bn = y, to
∧
ε>0

∨
N

∧
n>N

|an − x| < ε, |bn − y| < ε.
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