
Analiza matematyczna 2 � egzamin
imi¦ i nazwisko, numer indeksu

Cz¦±¢ teoretyczna

(1) Sformuªuj de�nicj¦ caªki niewªa±ciwej

∫ 1

0+
f(x)dx. (2 p.)

Caªka ta jest równa lim
a→0+

∫ 1

a

f(x)dx.

(2) Sformuªuj kryterium d'Alemberta zbie»no±ci szeregu liczbowego
∑
n

an o wyrazach dodatnich.(2 p.)

Je±li an > 0 dla n = 1, 2, . . . i lim inf
n→∞

an+1

an
> 1, to szereg

∑
n

an jest rozbie»ny.

Je±li an > 0 dla n = 1, 2, . . . i lim sup
n→∞

an+1

an
< 1, to szereg

∑
n

an jest zbie»ny.

(3) Sformuªuj de�nicj¦ jednostajnej zbie»no±ci ci¡gu funkcji (fn) do funkcji f na zbiorze [0, 1]. (2 p.)

Dla ka»dego ε > 0 istnieje N takie, »e dla n > N oraz x ∈ [0, 1] zachodzi |fn(x)− f(x)| < ε.

(4) Funkcja dwóch zmiennych f(x, y) ma ci¡gªe pochodne cz¡stkowe rz¦du 2 i speªnia warunki

f(1, 1) = 2, f ′x(1, 1) = f ′y(1, 1) = 0, f ′′xx(1, 1) = 2, f ′′yy(1, 1) = 8, f ′′xy(1, 1) = p.

Co trzeba zaªo»y¢ o p, by mie¢ pewno±¢, »e f ma w punkcie (1, 1) ekstremum lokalne? Czy jest
to maksimum, czy minimum lokalne? (2 p.)

Musi by¢ speªniony warunek 2 · 8 − p2 > 0, tzn. p ∈ (−4, 4). W tym przypadku f ma w punkcie
(1, 1) minimum lokalne (poniewa» f ′′xx(1, 1) > 0).

(5) Wiadomo, »e f ′x(1, 2) = 3 oraz f ′y(1, 2) = 4. Wykorzystuj¡c te informacje, sformuªuj de�nicj¦
ró»niczkowalno±ci funkcji f(x, y) w punkcie (1, 2). (2 p.)

lim
(x,y)→(1,2)

f(x, y)− f(1, 2)− 3(x− 1)− 4(x− 2)√
(x− 1)2 + (y − 2)2

= 0.

(6) Do jakiej warto±ci zbie»ny jest szereg Fouriera funkcji f(t) =
t

2π
−
⌊
t

2π

⌋
w punkcie t = 0? (2 p.)

Do ±redniej arytmetycznej granic jednostronnych f w zerze, a wi¦c do 1
2
· 0 + 1

2
· 1 = 1

2
.



(7) Uzasadnij, »e funkcja H(y) = 2

∫ 1−

0

sin(xy)√
1− x2

dx (funkcja Struve'a) jest ci¡gªa na R. Sformuªuj

wykorzystane twierdzenie. (5 p.)

Twierdzenie: Je±li f(x, y) jest ci¡gª¡ funkcj¡ dwóch zmiennych: x ∈ (a, b), y ∈ [c, d] oraz istnieje

funkcja g(x) taka, »e |f(x, y)| ≤ g(x) dla x ∈ (a, b), y ∈ [c, d] oraz caªka niewªa±ciwa
∫ b−
a+
g(x)dx

jest zbie»na, to caªka z parametrem

F (y) =

∫ b

a

f(x, y)dx

jest ci¡gª¡ funkcj¡ y ∈ [c, d].

Funkcja f(x, y) =
sin(xy)√
1− x2

jest ci¡gª¡ (bo elementarn¡) funkcj¡ dwóch zmiennych: x ∈ [0, 1)

oraz y ∈ R. Ponadto |f(x, y)| ≤ 1√
1− x2

oraz

∫ 1−

0

1√
1− x2

dx = arcsin(x)
∣∣x→1−

x=0
= π

2
jest

zbie»na. Na mocy przytoczonego wy»ej twierdzenia funkcja H(y) =

∫ 1−

0

f(x, y)dy jest ci¡gªa na

ka»dym przedziale [c, d], a wi¦c � na R.

Cz¦±¢ rachunkowa

W cz¦±ci rachunkowej nie trzeba formuªowa¢ wykorzystywanych twierdze«

(8) Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∑
n

(−1)n−1

n+
√
n+ 1

. (3 p.)

Szereg ten jest zbie»ny na mocy kryterium Leibniza: ci¡g o wyrazach 1/(n+
√
n+1) jest oczywi±cie

malej¡cy i zbie»ny do zera.

(9) Wykorzystuj¡c wªasno±ci szeregów pot¦gowych oraz równo±¢
1

1− x
=
∞∑
n=0

xn dla x ∈ (−1, 1), oblicz

∞∑
n=0

nxn dla x ∈ (−1, 1). (5 p.)

Szeregi pot¦gowe mo»na ró»niczkowa¢ wyraz po wyrazie, zatem

x

(
1

1− x

)′
= x

(
∞∑
n=0

xn

)′
= x

∞∑
n=0

nxn−1 =
∞∑
n=0

nxn.

Z drugiej strony

x

(
1

1− x

)′
=

x

(1− x)2
.



(10) Zbadaj zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej

∫ ∞
0

ex cos(e2x)dx. (5 p.)

Caªka ta jest zbie»na na mocy kryterium Dirichleta: funkcja e2x cos(e2x) ma ograniczon¡ funkcj¦
pierwotn¡ 1

2
cos(e2x), za± funkcja e−x jest malej¡ca i zbie»na do zera w niesko«czono±ci, przez co

caªka

∫ ∞
0

e2x cos(e2x) · e−xdx jest zbie»na.

(11) Znajd¹ warto±¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ funkcji f(x, y) = x2 + xy + y2 w kole x2 + y2 ≤ 2. (5 p.)

Pochodne cz¡stkowe f to f ′x(x, y) = 2x + y oraz f ′y(x, y) = x + 2y. Przyrównuj¡c je do zera,
otrzymujemy punkt podejrzany x = y = 0; zachodzi f(0, 0) = 0. Warto±ci na brzegu to g(t) =

f(
√
2 cos(t),

√
2 sin(t)) = 2 + 2 sin(t) cos(t) = 2 + sin(2t), gdzie t ∈ [0, 2π). Funkcja g przyjmuje

warto±¢ najmniejsz¡ g(3π
4
) = g(7π

4
) = 1 i warto±¢ najwi¦ksz¡ g(π

4
) = g(5π

4
) = 3. Zatem warto±¢

najwi¦ksza to f(1, 1) = f(−1,−1) = 3, najmniejsza za± to f(0, 0) = 0.



(12) Funkcja φ(x) jest ci¡gªa w otoczeniu 0, speªnia równanie 1+ x2 +φ(x) = sin(xφ(x)) oraz warunek
φ(0) = −1. Wyznacz φ′(0). (3 p.)

Twierdzenie o funkcji uwikªanej gwarantuje ró»niczkowalno±¢ funkcji φ w zerze dowoln¡ liczb¦ razy
(bowiem funkcja f(x, y) = 1 + x2 + y − sin(xy) jest dowolnie wiele razy ró»niczkowalna wokóª
punktu (0,−1) i speªnia warunek f ′y(0,−1) 6= 0). Otrzymujemy zatem

2x+ φ′(x) = cos(xφ(x))(φ(x) + xφ′(x)),

sk¡d φ′(0) = −1.

(13) Oblicz caªk¦ Riemanna�Stieltjesa

∫ 1

0

f(t)dg(t), je±li f(t) = t2 oraz g(t) = t3. (3 p.)

Ze wzoru

∫ b

a

f(t)dg(t) =

∫ b

a

f(t)g′(t)dt wynika, »e w omawianym tu przypadku∫ 1

0

f(t)dg(t) =

∫ 1

0

t2 · 3t2dt = 3

∫ 1

0

t4dt =
3

5
.

(14) Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∑
n

nn
2

22n
. (6 p.)

Szereg ten jest zbie»ny. Najwygodniej jest zastosowa¢ kryterium porównawcze: zachodzi n ≤ 2n,
zatem nn

2 ≤ (2n)n
2
= 2n

3
, przez co nn

2
/22

n ≤ 2n
3−2n. Ponadto limn→∞(n

3/2n) = 0 (np. na
mocy reguªy de l'Hospitala, zastosowanej trzykrotnie do ilorazu x3/2x), zatem od pewnego miejsca
2n ≥ 2n3. Od tego miejsca zachodzi wi¦c nn

2
/22

n ≤ 2n
3−2n3 ≤ 2−n. Szereg

∑
n 2
−n jest za±

oczywi±cie zbie»ny.


