Analiza matematyczna 2 — egzamin

. imie i nazwisko, numer indeksu
CZESC TEORETYCZNA

1
(1) Sformutuj definicje catki niewltasciwe;j / f(z)d. (2p.)

o+

1
Catka ta jest réwna lim / f(x)dx.

a—0t

(2) Sformutuj kryterium d’Alemberta zbieznosci szeregu liczbowego Z a, o wyrazach dodatnich.(2p.)

Jeslia, >0 dlan=1,2,... ¢ liminf Qny1

n—00 a’TL

n
Jesli a, >0 dlan=1,2,... ¢ limsup ot o 1, to szereg g a, jest zbiezny.

n—oo an

> 1, to szereg Z a, jest rozbiezny.

n

(3) Sformuluj definicje jednostajnej zbieznosci ciagu funkcji (f,,) do funkcji f na zbiorze [0,1]. (2p.)
Dla kazdego € > 0 istnieje N takie, zZe dlan > N oraz x € [0,1] zachodzi | f,,(z) — f(z)| < e.

(4) Funkcja dwoch zmiennych f(x,y) ma ciagte pochodne czastkowe rzedu 2 i spelnia warunki

Co trzeba zalozy¢ o p, by mie¢ pewnos¢, ze f ma w punkcie (1,1) ekstremum lokalne? Czy jest
to maksimum, czy minimum lokalne? (2p.)

Musi by¢ spetniony warunek 2 -8 — p*> > 0, tan. p € (—4,4). W tym przypadku f ma w punkcie
(1,1) minimum lokalne (poniewaz fI (1,1) > 0).

(5) Wiadomo, ze f,(1,2) = 3 oraz f,(1,2) = 4. Wykorzystujac te informacje, sformutuj definicje

rozniczkowalnosci funkeji f(x,y) w punkcie (1,2). (2p.)
flry) ~ F(1,2) 3 —1) 4 -2)
(2.y)—(1,2) Vi =12+ (y—2)2 '

t t
(6) Do jakiej wartosci zbiezny jest szereg Fouriera funkcji f(t) = o = \‘Q—J w punkcie t = 0?7 (2p.)
T T

Do sredniej arytmetycznej granic jednostronnych f w zerze, a wiec do % -0+ % 1= %



1- .
o . sin(zy) : . . .
7) Uzasadnij, ze funkcja H(y) = 2 ————=dx (funkcja Struve’a) jest ciagla na R. Sformutu
(7) y ja H(y) Y = (funkcj ) Jest ciag j
wykorzystane twierdzenie. (5p.)
Twierdzenie: Jesli f(x,y) jest cigglq funkcjq dwdch zmiennych: x € (a,b), y € [¢,d] oraz istnieje

funkcja g(x) taka, zZe |f(z,y)| < g(x) dla x € (a,b), y € [c,d] oraz catka niewtasciwa fab; g(x)dx
jest zbiezna, to catka z parametrem
b
= / f(a,y)dx

jest cigglq (bo elementarng) funkcjg dwéch zmiennych: x € [0,1)

jest cigglq funkcjg y € e, d].
: sin(zy)
Funkcja f(zx, —
ja f(x,y) = i

z—1"

oraz y € R. Ponadto |f(x, < —= omz/ —dm = arcsin(x = 7 Jest
Y |f( y)| \/TTZTEE 0 foj:j;§ ( )‘x:O J
zbiezna. Na mocy przytoczonego wyzej twierdzenia funkcja H(y / f(z,y)dy jest cigglta na
kazdym przedziale [c,d|, a wiec — na R.
CZESC RACHUNKOWA
W czescei rachunkowej nie trzeba formutowaé wykorzystywanych twierdzen
1)n—1
8) Zbadaj zbieznosé¢ szeregu 3p.
(8) j g Z Ry (3p.)

Szereg ten jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza: cigg o wyrazach 1/(n++/n+1) jest oczywiscie
malejgcy 1 zbiezny do zera.

(9) Wykorzystujac wlasnosci szeregow potegowych oraz rownosé = Z 2" dlax € (—1,1), oblicz
—x

an” dla z € (—1,1). (5p.)
n=0

Szeregi potegowe mozna rozniczkowaé wyraz po wyrazie, zatem

o(1) == (Zx ) —xim—im

”3(1;:)/: <1—xx>2
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(10) Zbadaj zbieznos$¢ catki niewlasciwej / e” cos(e**)dz. (5p.)
0

Catka ta jest zbiezna na mocy kryterium Dirichleta: funkcja e** cos(e**) ma ograniczong funkcje
pierwotn %cos(e%), za$ funkcja e jest malejgcea i zbiezna do zera w nieskonczonoSci, przez co

catka / e* cos(e®™) - e dx jest zbiezna.
0

(11) Znajdz warto$é¢ najmniejsza i najwicksza funkeji f(z,y) = 2° + zy + y* w kole 22 + y*> < 2. (5p.)

Pochodne czqstkowe f to f,(x,y) = 2x +y oraz f,(x,y) = v + 2y. Prayrownujec je do zera,
otrzymujemy punkt podejrzany x = y = 0; zachodzi f(0,0) = 0. Wartosci na brzegu to g(t) =
F(V2cos(t),V2sin(t)) = 2+ 2sin(t) cos(t) = 2 +sin(2t), gdzie t € [0,27). Funkcja g przyjmuje
warto$é najmniejszq g(%) = g(%) = 1 1 wartos¢ najwickszq g(§) = g(%) = 3. Zatem wartosé
najwieksza to f(1,1) = f(—1,—1) = 3, najmniejsza zas to f(0,0) = 0.



(12)

(13)

(14)

Funkcja ¢(z) jest ciagta w otoczeniu 0, spelnia rownanie 1+ 22 + ¢(x) = sin(x¢(z)) oraz warunek

#(0) = —1. Wyznacz ¢/(0). (3p.)
Twierdzenie o funkcyi vwiktanej gwarantuje rozniczkowalnosé funkcji ¢ w zerze dowolng liczbe razy
(bowiem funkcja f(x,y) = 1+ 2* + y — sin(zy) jest dowolnie wiele razy rézniczkowalna wokot

punktu (0, —1) i spetnia warunek f,(0,—1) # 0). Otrzymujemy zatem
2z + ¢/(x) = cos(zg(z))(d(x) + z¢/ (x)),
skqd ¢'(0) = —1.

1
Oblicz catke Riemanna-Stieltjesa / f(t)dg(t), jeshi f(t) = t* oraz g(t) = t3. (3p.)

Ze wzory / f(t)dg(t) / f&)g' (t)dt wynika, zZe w omawianym tu przypadku

1
3
/f )dg(t) /t2-3t2dt:3/t4dt:5.
0

Zbadaj zbieznosé¢ szeregu Z oo (6p.)
Szereg ten jest zbzezny Najwygodme] ]est zastosowaé kryterium porownawcze: zachodzi n < 27,
zatem n™ < (2 = 27, przez co ™ /2% < 272" Ponadto lim,_ . (n?/27) = 0 (np. na
mocy regufy de I’Hospitala, zastosowanej trzykrotnie do ilorazu x/2%), zatem od pewnego miejsca
2" > 20, Od tego miejsca zachodzi wiee n™ /2% < 2772 < 27" Szereg ST 27" jest zas
oczywiscie zbiezny.



