
Analiza matematyczna M2� kolokwium 1
imi¦ i nazwisko, numer indeksu

(1) Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∑
n

n2

2
√
n
.

(2) Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∑
n

(−1)n

ln(n2 − 3n+ 10)
.

(3) Oblicz lim
n→∞

(
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+
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n− n
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.

(4) Szeregi
∑
n

an,
∑
n

bn oraz
∑
n

b2n s¡ zbie»ne. Czy szereg
∑
n

anbn jest zbie»ny?

Rozwi¡zania:

(1) Na mocy reguªy de l'Hospitala,

lim
x→∞

x

2x/8
= lim

x→∞

1

2x/8 ln(2)/8
= 0.

Wobec tego, przyjmuj¡c xn =
√
n, otrzymujemy
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2
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x8
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)8
=
(
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x

2x/8

)8
= 08 = 0.

Oznacza to, »e

lim
n→∞

n2/2
√
n

1/n2
= 0.

Zbie»no±¢ szeregu
∑
n

1

n2
oraz kryterium ilorazowe implikuj¡ zbie»no±¢ szeregu z zadania.

(2) Funkcja x2−3x+10 jest rosn¡ca dla x > 3
2
, zatem ci¡g ln(n2−3n+10) jest rosn¡cy dla n > 2. Wyrazy

tego ci¡gu s¡ dodatnie, zatem ci¡g 1/ ln(n2 − 3n+ 10) jest malej¡cy. Jest on te» oczywi±cie zbie»ny do

zera. Zbie»no±¢ szeregu z zadania jest zatem konsekwencj¡ kryterium Leibniza.

(3) Wyra»enie pod granic¡ to suma Riemanna funkcji 1−x
(1+x)2

przy równomiernym podziale przedziaªu [0, 1]

na n cz¦±ci:
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=
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1

k

1− k/n

(1 + k/n)2
.

Granic¡ rozwa»anego wyra»enia jest zatem∫ 1

0

1− x

(1 + x)2
dx =

∫ 1

0

(
2

(1 + x)2
−
∫ 1

0

1

1 + x

)
dx = − 2

1 + x
− ln(1 + x)

∣∣∣∣x=1

x=0

= −2

2
− ln(2) +

2

1
+ ln(1) = 1− ln(2).

(4) Nie: kontrprzykªadem s¡ ci¡gi wyrazów an =
(−1)n

3
√
n

, bn =
(−1)n

3
√
n2

. Zbie»no±¢
∑
n

an i
∑
n

bn wynika

z twierdzenia Leibniza; zbie»no±¢
∑
n

b2n =
∑
n

1

n4/3
jest dobrze znanym faktem z wykªadu, podobnie

rozbie»no±¢
∑
n

anbn =
∑
n

1

n
.


