
Analiza matematyczna M2

Kolokwium 2
imi¦ i nazwisko, numer indeksu, grupa ¢wiczeniowa (BL lub KK)

(1) Zbadaj zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej

∫ ∞
−∞

sin(ex)dx.

(2) Zbadaj zbie»no±¢ jednostajn¡ szeregu
∑
n

sin(n2x2)

n2 + x2
na R.

(3) Sprawd¹, »e ∫ 1

0

ex − 1

x
dx =

∞∑
n=1

1

n · n!
.

(4) Udowodnij, »e je±li szeregi pot¦gowe

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n, g(x) =

∞∑
n=0

bnx
n

maj¡ dodatnie promienie zbie»no±ci Rf , Rg, to promie« zbie»no±ci Rh iloczynu
Cauchy'ego szeregów pot¦gowych f(x) i g(x) (tj. szeregu pot¦gowego funkcji
h(x) = f(x)g(x)) speªnia nierówno±¢ Rh > min{Rf , Rg}.
Pytanie dodatkowe (niepunktowane): czy zachodzi równo±¢ Rh = min{Rf , Rg}?

Rozwi¡zania:

(1) Caªka ta ma dwie osobliwo±ci. W −∞ caªka jest zbie»na (bezwzgl¦dnie) na mocy kryterium porów-

nawczego: | sin(ex)| 6 ex, za±

∫ 0

−∞
exdx = 1 − lim

x→−∞
ex = 1. Zbie»no±¢ w ∞ wynika z kryterium

Abela�Dirichleta: funkcja f(x) = ex sin(ex) ma ograniczon¡ funkcj¦ pierwotn¡ sin(ex), za± funkcja

g(x) = e−x jest malej¡ca i zbie»na do zera, przez co caªka
∫∞
0

sin(ex)dx =
∫∞
0

f(x)g(x)dx jest zbie»na.

Oznacza to, »e rozwa»ana caªka niewªa±ciwa jest zbie»na.

(2) Zachodzi

∣∣∣∣ sin(n2x2)

n2 + x2

∣∣∣∣ 6 1

n2 + x2
6

1

n2
dla wszystkich x ∈ R, za± szereg

∑
n

1

n2
jest zbie»ny. Na mocy

kryterium Weierstrassa rozwa»any szereg jest (bezwzgl¦dnie) jednostajnie zbie»ny.

(3) Skoro

ex = 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ . . . ,

to

ex − 1

x
= 1 +

x

2!
+

x2

3!
+

x3

4!
+ . . . .

Szereg pot¦gowy po prawej stronie (zbie»ny na caªej prostej rzeczywistej) mo»na caªkowa¢ wyraz po

wyrazie. Otrzymujemy wi¦c∫ 1

0

ex − 1

x
dx =

∫ 1

0

1dx+

∫ 1

0

x

2!
dx+

∫ 1

0

x2

3!
dx+

∫ 1

0

x3

4!
dx+ . . .

= 1 +
1

2 · 2! +
1

3 · 3! +
1

4 · 4! + . . .

(4) Oba szeregi pot¦gowe s¡ bezwzgl¦dnie zbie»ne, gdy |x| < min{Rf , Rg}, za± iloczyn Cauchy'ego szere-

gów bezwzgl¦dnie zbie»nych jest bezwzgl¦dnie zbie»ny. Oznacza to, »e szereg pot¦gowy funkcji h jest

bezwzgl¦dnie zbie»ny w zbiorze |x| < min{Rf , Rg}. W szczególno±ci jego promie« zbie»no±ci jest równy

co najmniej min{Rf , Rg}.
Inna metoda: je±li 0 < r < min{Rf , Rg}, to lim

n→∞
|an|rn = lim

n→∞
|bn|rn = 0, co oznacza, »e dla pewnej

liczby C > 0 zachodzi |an| 6 Cr−n oraz |bn| 6 Cr−n. St¡d

|a0bn + a1b1 + . . . anb0| 6 (n+ 1)C2r−n,

sk¡d ªatwo Rh > r. Równo±¢ Rh = min{Rf , Rg} w ogólno±ci nie zachodzi. Odpowiedni przykªad to

f(x) =
x− 1

x+ 1
oraz g(x) =

x+ 1

x− 1
.,


