Analiza matematyczna M2

Kolokwium 2
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imie i nazwisko, numer indeksu, grupa é¢wiczeniowa (BL lub KK)

Zbadaj zbieznos¢ catki niewtasciwej / sin(e®)dz.
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Zbadaj zbieznos$¢ jednostajna szeregu Z na R.
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Udowodnij, ze jesli szeregi potegowe
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maja dodatnie promienie zbieznosci Ry, Ry, to promien zbieznosci R), iloczynu
Cauchy’ego szeregow potegowych f(x) i g(z) (tj. szeregu potegowego funkcji
h(z) = f(x)g(x)) spelnia nier6wnos¢ Ry, > min{Ry, R,}.

Pytanie dodatkowe (niepunktowane): czy zachodzi rownosé¢ Rn, = min{Ry, R4}7

Rozwiazania:
(1) Calka ta ma dwie osobliwosci. W —oo calka jest zbiezna (bezwzglednie) na mocy kryterium porow-
0
nawczego: |sin(e”)| < €%, za$ / e’dr = 1— lim e” = 1. Zbiezno§¢ w oo wynika z kryterium
Tr—r—00

—o0
Abela—Dirichleta: funkcja f(z) = e”sin(e”) ma ograniczong funkcje pierwotng sin(e”), za$§ funkcja
g(z) = e™" jest malejaca i zbiezna do zera, przez co catka [ sin(e®)dz = [° f(x)g(x)dz jest zbieina.
Oznacza to, ze rozwazana calka niewlasciwa jest zbiezna.
sin(n?z?) 1 1 . . 1 . .
S [ < el dla wszystkich x € R, za$ szereg Z el jest zbiezny. Na mocy

n
kryterium Weierstrassa rozwazany szereg jest (bezwzglednie) jednostajnie zbiezny.

Skoro

Zachodzi

.TQ x?’ m4
eI:1+x+§+§+Z+...7
to
ol gy
T 2l 3! 4!

Szereg potegowy po prawej stronie (zbiezny na calej prostej rzeczywistej) mozna catkowaé¢ wyraz po
wyrazie. Otrzymujemy wiec
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Oba szeregi potegowe sy bezwzglednie zbiezne, gdy |z| < min{Ry, Ry}, zas iloczyn Cauchy’ego szere-
gow bezwzglednie zbieznych jest bezwzglednie zbiezny. Oznacza to, ze szereg potegowy funkcji h jest
bezwzglednie zbiezny w zbiorze |z| < min{Ry, Ry}. W szczegolnosci jego promieri zbieznosci jest rowny
co najmniej min{ Ry, Ry}
Inna metoda: jesli 0 < r < min{Ry, Ry}, to nlggo lan|r™ = nlirgc |bn|r™ = 0, co oznacza, ze dla pewnej

liczby C > 0 zachodzi |a,| < Cr™" oraz |b,| < Cr~". Stad

|aobn + a1b1 + ... anbo| < (n + 1)027“7",

skad tatwo Rj > r. Rownos¢ R, = min{Rjy, R;} w ogo6lnosci nie zachodzi. Odpowiedni przyktad to

_r—1 _zr+1
fla) = 2o oraz gla) = T,




