
Lista zada« nr 10: caªki z parametrem

(1) Wykorzystuj¡c równo±¢

x− 1

ln(x)
=

∫ 1

0

xydy,

oblicz ∫ 1

0

x(x− 1)(x− 2)

ln(x)
dt.

(2) Dla n ∈ Z oraz x > 0 niech:

Jn(x) =
1

π

∫ π

0

cos(ny − x sin(y))dy.

Wyka», »e Jn jest ci¡gª¡ funkcj¡ x > 0 oraz J ′n(x) = 1
2
Jn−1(x)− 1

2
Jn+1(x).

Jn to tzw. funkcja Bessela pierwszego rodzaju.

(3) Dla n ∈ Z oraz x > 0 niech:

In(x) =
1

π

∫ π

0

ex cos(y) cos(ny)dy.

Wyka», »e In jest ci¡gª¡ funkcj¡ x > 0 oraz I ′n(x) = 1
2
In−1(x) + 1

2
In+1(x).

Iα to tzw. zmody�kowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju.

(4) Dla α ∈ R oraz x > 0 niech:

Kα(x) =

∫ ∞
0

e−x cosh(y) cosh(αy)dy.

Udowodnij, »e Kα jest ci¡gª¡ funkcj¡ x > 0. Wyka», »e mo»na ró»niczkowa¢ pod
znakiem caªki i sprawd¹, »e K ′α(x) = −1

2
Kα−1(x)− 1

2
Kα+1(x).

Kα to tzw. zmody�kowana funkcja Bessela drugiego rodzaju albo funkcja Macdonalda.

(5) Niech 0 < a < b. Zauwa», »e

e−ax − e−bx

x
=

∫ b

a

e−xydy.

Wykorzystaj t¦ równo±¢ do obliczenia caªki Frullaniego∫ ∞
0

e−ax − e−bx

x
dx = ln

(
b

a

)
.

(6) Dla p > 0 oblicz

F (p) =

∫ ∞
0

ln(1 + p2x2)

1 + x2
dx.

Zrób to na dwa sposoby:
(a) wykorzystaj twierdzenie o ró»niczkowaniu pod znakiem caªki niewªa±ciwej;
(b) wykorzystaj twierdzenie Fubiniego dla caªek niewªa±ciwych z nieujemnych

funkcji ci¡gªych.



(7) Oblicz ∫ π/2

0

t

tg(t)
dt,

rozwa»aj¡c funkcj¦

F (p) =

∫ π/2

0

arctg(p tg(t))

tg(t)
dt.

(8) Ró»niczkuj¡c pod znakiem caªki, sprawd¹, »e dla p > 0 zachodzi:

Γ′(p) =

∫ ∞
0

ln(x)xp−1e−xdx, Γ′′(p) =

∫ ∞
0

(ln(x))2xp−1e−xdx

i wobec tego funkcja gamma jest wypukªa na (0,∞).
Zadanie dodatkowe: dlaczego mo»na ró»niczkowa¢ pod znakiem caªki?

(9) Zauwa», »e

2(Γ′(p))2 =

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

2 ln(x) ln(y)xp−1yp−1e−x−ydy

)
dx,

Γ(p)Γ′′(p) + Γ′′(p)Γ(p) =

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

((ln(x))2 + (ln(y))2)xp−1yp−1e−x−ydy

)
dx.

Wywnioskuj, »e dla p > 0 zachodzi

(Γ′(p))2 6 Γ(p)Γ′′(p).

Wykorzystaj t¦ nierówno±¢ do dowodu wypukªo±ci funkcji ln(Γ(p)) na (0,∞).
Oznacza to, »e funkcja digamma, okre±lona wzorem ψ(p) = Γ′(p)/Γ(p) = (ln(Γ(p)))′, jest rosn¡ca.

(10) Znajd¹ dalsz¡ cz¦±¢ cytatu: I had learned to do integrals by various methods. . .



Potrzebne twiedzenia

• Twierdzenie o ci¡gªo±ci caªki z parametrem:

Je±li f(x, y) jest ci¡gªa na prostok¡cie [a, b] × [c, d] oraz F (y) =
∫ b
a
f(x, y)dx, to

F (y) jest ci¡gªa na [a, b]. Przedziaª [c, d] mo»na zast¡pi¢ dowolnym przedziaªem.

• Twierdzenie o ró»niczkowaniu pod znakiem caªki:
Je±li f(x, y) oraz f ′y(x, y) s¡ ci¡gªe na prostok¡cie [a, b] × [c, d] oraz F (y) =∫ b
a
f(x, y)dx, to F ′(y) =

∫ b
a
f ′y(x, y)dx dla y ∈ [c, d]. Przedziaª [c, d] mo»na za-

st¡pi¢ dowolnym przedziaªem.

• Twierdzenie Fubiniego dla caªek z funkcji ci¡gªych:
Je±li f(x, y) jest ci¡gªa na prostok¡cie [a, b]× [c, d], to∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx

)
dy.

• Twierdzenie o ci¡gªo±ci caªki niewªa±ciwej z parametrem:
Je±li f(x, y) jest ci¡gªa na prostok¡cie (a, b)× [c, d], |f(x, y)| 6 g(x), caªka niewªa-

±ciwa
∫ b−
a+
g(x)dx jest sko«czona oraz F (y) =

∫ b−
a+
f(x, y)dx, to F (y) jest poprawnie

okre±lona i ci¡gªa na [a, b].

• Twierdzenie o ró»niczkowaniu caªki z parametrem:
Je±li f(x, y) oraz f ′y(x, y) s¡ ci¡gªe na prostok¡cie (a, b)× [c, d], |f ′y(x, y)| 6 g(x),

caªka niewªa±ciwa
∫ b−
a+
g(x)dx jest sko«czona oraz F (y) =

∫ b−
a+
f(x, y)dx jest po-

prawnie okre±lona dla pewnego y ∈ [c, d], to F (y) jest poprawnie okre±lona dla

wszystkich y ∈ [c, d] oraz F ′(y) =
∫ b−
a+
f ′y(x, y)dx.

• Twierdzenie Fubiniego dla caªek niewªa±ciwych z funkcji nieujemnych:
Je±li f(x, y) jest ci¡gªa i nieujemna na prostok¡cie (a, b)× (c, d), to∫ b−

a+

(∫ d−

c+
f(x, y)dy

)
dx =

∫ d−

c+

(∫ b−

a+
f(x, y)dx

)
dy,

pod warunkiem, »e obie strony równo±ci s¡ poprawnie okre±lone.



Zadania dodatkowe

(A) Dla p ∈ [0,∞] niech:

F (p) =

∫ ∞
0

e−px sin(x)

x
dx.

Uzasadnij, »e F jest ci¡gªa na [0,∞] i ró»niczkowalna na (0,∞) oraz oblicz F ′(p).
Wywnioskuj, »e F (p) = π

2
− arctg(p). Wywnioskuj, »e F (0) = π

2
.

(B) Caªka z parametrem:

F (y) =

∫ b−

a

f(x, y)dx

jest jednostajnie zbie»na wzgl¦dem y ∈ [c, d], je±li granica:

lim
β→b−

∫ β

a

f(x, y)dx = F (y)

istnieje jednostajnie wzgl¦dem y ∈ [c, d]. Udowodnij, »e je±li f(x, y) jest ci¡gªa
na [a, b)× [c, d] i caªka z parametrem z f(x, y) jest jednostajnie zbie»na wzgl¦dem
y ∈ [c, d], to:∫ d

c

(∫ b−

a

f(x, y)dy

)
dx =

∫ b−

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx.

(C) Przypu±¢my, »e f jest funkcj¡ o ci¡gªej pochodnej na (0,∞) oraz »e f ma granice
jednostronne p = lim

x→0+
f(x) oraz q = lim

x→∞
f(x). Niech 0 < a < b. Zauwa», »e:

f(bx)− f(ax)

x
=

∫ b

a

f ′(xy)dy.

Wykorzystaj to do obliczenia caªki Frullaniego:∫ ∞
0

f(bx)− f(ax)

x
dx = (q − p) ln

(
b

a

)
.

Starannie uzasadnij, »e mo»na zamieni¢ kolejno±¢ caªkowania.

(D) Udowodnij, »e Γ jest jedyn¡ funkcj¡ na (0,∞), której logarytm jest funkcj¡ wy-
pukª¡ i która speªnia warunki Γ(1) = 1 oraz Γ(p+ 1) = pΓ(p) dla p > 0.

(E) Wykorzystaj wzór Wallisa i wypukªo±¢ funkcji Γ, by udowodni¢, »e Γ(1
2
) =
√
π.
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