Lista zadan nr 10: calki z parametrem

(1) Wykorzystujac rownosé

oblicz

Jn(z) = = /07r cos(ny — xsin(y))dy.

™

Wykaz, ze J, jest ciagly funkcja o > 0 oraz J)(z) = 1 J,1(x) — 3 Jps1 (2).

Jn to tzw. funkcja Bessela pierwszego rodzaju.

(3) Dla n € Z oraz x > 0 niech:

I,(z)= —/0 W) cos(ny)dy.

™

Wykaz, ze I,, jest ciagly funkcja @ > 0 oraz I}, (z) = 31,-1(2) + s[4 ().

I, to tzw. zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju.

(4) Dla « € R oraz = > 0 niech:

K,(x) :/0 e~ W) cosh(ay)dy.

Udowodnij, ze K, jest ciagla funkcja x > 0. Wykaz, ze mozna rézniczkowaé pod

znakiem calki i sprawdz, ze K),(z) = —3Ko-1(z) — 3 Kar1 ().

K, to tzw. zmodyfikowana funkcja Bessela drugiego rodzaju albo funkcja Macdonalda.

(5) Niech 0 < a < b. Zauwaz, ze
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Wykorzystaj te rownos¢ do obliczenia catki Frullaniego

© ,—ar __ ,—bx
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Fp) = /Omwdx,

(6) Dla p > 0 oblicz

14 22

Zr6b to na dwa sposoby:

(a) wykorzystaj twierdzenie o rézniczkowaniu pod znakiem calki niewlasciwej;

(b) wykorzystaj twierdzenie Fubiniego dla calek niewlasciwych z nieujemnych
funkcji ciagtych.



(7) Oblicz

w/2 ¢
/ ',
o tg(t)

[ arctg(ptg(t))
F(p) = /0 —tg(t) dt.

(8) Rozniczkujac pod znakiem calki, sprawdz, ze dla p > 0 zachodzi:

IM(p) = /000 In(x)x? e "du, I(p) = /Ooo(ln(x))zxp_le_wdx

i wobec tego funkcja gamma jest wypukta na (0, 00).
Zadanie dodatkowe: dlaczego mozna rézniczkowaé¢ pod znakiem caltki?

rozwazajac funkcje

(9) Zauwaz, ze

20 = [ ([ 2tute eyt vay Y
PO () + TG = [ ( | o+ <1n<y>>2>asp-1yp—1e—x—ydy) dr.

Wywnioskuj, ze dla p > 0 zachodzi
(I'(p))* < T(p)I"(p).

Wykorzystaj te nier6wnosé¢ do dowodu wypukltosei funkeji In(T'(p)) na (0, 00).
Oznacza to, ze funkcja digamma, okreslona wzorem % (p) = I''(p)/T'(p) = (In(T'(p)))’, jest rosnaca.

(10) Znajdz dalsza czes¢ cytatu: I had learned to do integrals by various methods. ..



POTRZEBNE TWIEDZENIA

e Twierdzenie o ciaglosci catki z parametrem:
Jesli f(z,y) jest ciagta na prostokacie [a,b] X [c,d] oraz F(y) = f;f(x,y)da:, to
F(y) jest ciagla na [a, b]. Przedzial [c, d] mozna zastapi¢ dowolnym przedziatem.

e Twierdzenie o rézniczkowaniu pod znakiem calki:
Jesli f(x,y) oraz f,(r,y) sa ciagle na prostokacie [a,b] X [c,d] oraz F(y) =
fab f(z,y)dx, to F'(y) = fab fol@,y)dr dla y € [c,d]. Przedzial [c,d] mozna za-
stapi¢ dowolnym przedziatem.

e Twierdzenie Fubiniego dla catek z funkcji ciggtych:
Jesli f(x,y) jest ciagla na prostokacie [a,b] X [c, d], to

[ ([ syt [*( [ stepis) an

e Twierdzenie o ciaglosci catki niewlasciwej z parametrem:
Jesli f(z,y) jest ciagla na prostokacie (a,b) x [c,d], |f(z,y)| < g(x), catka niewta-
Sciwa ff; g(x)dx jest skoriczona oraz F(y) = fab; f(z,y)dz, to F(y) jest poprawnie
okreslona i ciagta na [a, b].

e Twierdzenie o rézniczkowaniu caltki z parametrem:
Jesli f(z,y) oraz f,(z,y) sa ciagle na prostokacie (a,b) x [¢,d], |f, (v, y)| < g(z),
catka niewlasciwa fab; g(x)dx jest skonczona oraz F(y) = f:; f(z,y)dz jest po-
prawnie okreslona dla pewnego y € [c,d], to F(y) jest poprawnie okreslona dla
wszystkich y € [¢,d] oraz F'(y) = fab; folz,y)dx.

e Twierdzenie Fubiniego dla calek niewtasciwych z funkcji nieujemnych:
Jesli f(x,y) jest ciagla i nieujemna na prostokacie (a,b) x (¢, d), to

/i (/j f(w,y)dy> dr = /j (/i f(m,y)dx) dy,

pod warunkiem, ze obie strony réwnosci sa poprawnie okreslone.



ZADANIA DODATKOWE
(A) Dla p € [0, oo] niech:
0O —PxT
Flp) = / e PP sin(x) .
0 T

Uzasadnij, ze F' jest ciagta na [0, co] i rozniczkowalna na (0, oo) oraz oblicz F'(p).
Wywnioskuj, ze I'(p) = § — arctg(p). Wywnioskuj, ze F'(0) =

/ f(z,y)d

jest jednostajnie zbiezna wzgledem y € [c, d], jesli granica:

lim/fxy F(y)
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NI

(B) Calka z parametrem:

istnieje jednostajnie wzgledem y € [c,d]. Udowodnij, ze jesli f(x,y) jest ciagta
na [a,b) x [c,d] i calka z parametrem z f(x,y) jest jednostajnie zbiezna wzgledem
y € [e,d], to

/C d ( / } f(%y)dy) i = / : ( / df(x,y>dy) dz.

(C) Przypusémy, ze [ jest funkcja o ciagtej pochodnej na (0, 00) oraz ze f ma granice
jednostronne p = 11m f(x) oraz ¢ = l1m f(x). Niech 0 < a < b. Zauwaz, ze:
S0+

f(bx f(ax) / Fley)d

Wykorzystaj to do obliczenia catki Frullamego.

/ fbx Ja) = flaz) ) (- p)ln(Z).

Starannie uzasadnij, ze mozna zamieni¢ kolejnos$¢ calkowania.

(D) Udowodnij, ze I jest jedyna funkcja na (0, 00), ktorej logarytm jest funkcja wy-
pukta i ktora spelnia warunki I'(1) = 1 oraz I'(p + 1) = pT'(p) dla p > 0.

(E) Wykorzystaj wzor Wallisa i wypuklos¢ funkeji T, by udowodnié, ze I'(1) = /7.
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