
Lista zada« nr 12: ekstrema lokalne

(1) Znajd¹ ekstrema lokalne funkcji (posiªkuj¡c si¦ w razie potrzeby komputerem):

f(x, y) = x3 − x2 + xy2 + 2xy, g(x, y) =
2x+ y + 2

1 + x2 + y2
.

Czy znalezione ekstrema s¡ warto±ciami najwi¦kszymi lub najmniejszymi?

(2) Opisz ekstrema lokalne funkcji f(x, y) = sin(x) + sin(y) + sin(x + y). Jaka jest
warto±¢ najwi¦ksza i warto±¢ najmniejsza tej funkcji?

(3) Opisz ekstrema lokalne funkcji f(x, y) = sin(x) + sin(y) + cos(x + y). Jaka jest
warto±¢ najwi¦ksza i warto±¢ najmniejsza tej funkcji?

(4) Czy (0, 0) jest ekstremum lokalnym funkcji:

f(x, y) = x4 − x2y + y3,

g(x, y) = x4 + 2x3y + 3x2y2 + 4xy3 + 5y4,

h(x, y) = x4 + 2x3y + xy3 + 2y4?

Wskazówka: zapisz g w postaci sumy kwadratów, rozªó» h na czynniki.

(5) Niech f(x, y) =
x3 − 3x2 − 4y√

1 + y2
. Sprawd¹, »e jest tylko jeden punkt, w którym

obie pochodne cz¡stkowe f s¡ równe zero oraz »e w tym punkcie f ma minimum
lokalne, lecz nie jest to warto±¢ najmniejsza tej funkcji.

(6) Zauwa», »e sytuacja z poprzedniego zadania nie mo»e mie¢ miejsca w przypadku
funkcji jednej zmiennej. Spróbuj naszkicowa¢ wykres (np. poziomicowy), który by
ilustrowaª, jak to jest mo»liwe (nie musi to by¢ wykres rozwa»anej wy»ej funkcji f).

(7) Niech f(x, y) = (x2 − 1)2 + (x2y − x − 1)2. Sprawd¹, »e s¡ tylko dwa punkty, w
których obie pochodne cz¡stkowe f s¡ równe zero oraz »e w obu tych punktach f
ma minima lokalne.

(8) Zauwa», »e sytuacja z poprzedniego zadania nie mo»e mie¢ miejsca w przypadku
funkcji jednej zmiennej. Spróbuj naszkicowa¢ wykres (np. poziomicowy), który by
ilustrowaª, jak to jest mo»liwe (nie musi to by¢ wykres rozwa»anej wy»ej funkcji f).

(9) Niech f(x, y) = ex+y/(x2 + y2). Korzystaj¡c ze wzoru Taylora rz¦du 2 (tj. z
wyrazami liniowymi i kwadratowymi) dla funkcji f wokóª punktu (1, 1), odgadnij,
która z liczb: f(1,01, 1), f(1, 0,99), f(1,01, 1,01), f(1,01, 0,99) jest najwi¦ksza, a
która najmniejsza. Czy f ma w (1, 1) ekstremum lokalne?



Zadania dodatkowe

(A) Co trzeba zaªo»y¢ o a, b, c, d, aby

lim
(x,y)→(0,0)

xayb

xc + yd
= 0?
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