Lista zadan nr 3: zastosowania calek oznaczonych

Na odwrocie znajdg Panstwo niezbedne wzory.

(1) Oblicz pole powierzchni soczewki utworzonej przez wycinek wykresu funkcji sinus
(zawarty miedzy dwoma kolejnymi miejscami zerowymi tej funkeji) i 0§ pozioma.

(2) Oblicz pole powierzchni i obwod asteroidy {(x,y) € R?: Va2 + Vy? < 1}.

(3) Oblicz pole powierzchni figury ograniczonej wykresami funkcji f(z) = 1++/|x| — 22
oraz g(x) =1 —+1—22 Co to za figura?

(4) Punkty o wspolrzednych (sinh(t), cosh(t)) leza na wykresie funkcji f(z) = v/1 + 22
(jednej z galezi hiperboli y?> — 22 = 1). Oblicz pole obszaru ograniczonego przez
wykres tej funkeji, prosta pionowa oraz odcinek o konicach (0, 0) i (sinh(a), cosh(a)).

(5) Wyznacz wspotrzedne srodka ciezko$ci éwiartki kota {(z,y) € R?: z,y > 0, 2% +

v < 1}
(6) Wyznacz wspolrzedne srodka ciezkosci ¢wiartki okregu {(z,y) € R? : =,y >
0, 22 +y* =1}

(7) Oblicz objetosé i pole powierzchni kuli {(z,y,2) € R3 : 2% + y* + 22 < 1}.

(8) Zwierciadto paraboliczne ma ksztalt paraboloidy obrotowej {(z,y,z) : ¥* + y* <
R% z = 2% + y?}. Oblicz mase (czyli pole powierzchni) takiego zwierciadla.

(9) Zwierciadto z poprzedniego zadania wykonano inaczej: zamiast samej powierzchni
wytworzono lita bryle {(x,y,2) : 22 + y*> < R%,0 < z < 2% + y?}. Oblicz mase
(czyli objetos¢) takiego zwierciadla.

(10) W obu poprzednich zadaniach wyznacz takie R, dla ktorego srodek ciezkosci zwier-
ciadta lezy w punkcie (0,0, 1) (ognisku zwierciadla). W pierwszym przypadku wy-
korzystaj komputer do numerycznego rozwiagzania odpowiedniego rownania (roz-
wiazanie analityczne istnieje, ale jest bardzo skomplikowane).

To zadanie ma praktyczne zastosowanie!



UWAGI:
e Pole powierzchni trapezu krzywoliniowego {(z,y) € R? :a < x < b, f(z) <y <
g(x)} (zawartego pomiedzy wykresami funkcji f i g oraz prostymi x = a i x = b)
dane jest wzorem:

b
A= [(gla) - s

tutaj f i ¢ sa funkcjami catkowalnymi na [a, b] (w sensie Darboux) i spetniajacymi
warunek f(z) < g(z) dla z € [a,b].

e Srodek masy powyzszego trapezu krzywoliniowego (0 jednorodnej gestosci) ma
wspolrzedne (Z,y) dane wzorem

b b f(x x
=g [ - senan 5= [ LTI ) - ppa.

e Dtugos¢ tuku krzywej {(z,y) € R? : a < z < b,y = f(z)} (tworzacej wykres
funkeji f) dana jest wzorem

b
L= / VIt (@) da:

tu f jest funkcja rozniczkowalna na (a, ) i taka, ze \/1 + (f’)? jest catkowalna na
[a,b] (w sensie Darboux lub w sensie calki oznaczonej).

e Srodek masy powyzszej krzywej (o jednorodnej gestoéci) ma wspotrzedne (Z,7)
dane wzorem

b b
=1 [ VITT@PE,  g=1 [ f@) VIT @)

e Objetos¢ bryty obrotowej {(z,y,2) € R* :a < o < b, 0 < Vy2+22 < f(z)}

(zakreslonej przez obrot trapezu krzywoliniowego wokol osi ) dana jest wzorem

v | ()P

tutaj f jest nieujemng funkcja, taka ze f? jest calkowalna (w sensie Darboux lub
w sensie calki oznaczonej).

e Srodek masy powyzszej bryly (o jednorodnej gestogci) ma wspotrzedne (z,0,0)
dane wzorem

e Pole powierzchni powierzchni obrotowej {(z,y,2) € R® 1 a <z < b, /92 + 22 =
f(z)} (zakreslonej przez obrot wykresu funkeji f wokol osi ) dane jest wzorem

A:/ 27 f () /1 + (F(2) 2 da

tu f jest nieujemna funkcja rozniczkowalng na (a,b) i taka, ze f1/1+ (f')? jest
calkowalna (w sensie Darboux lub w sensie calki oznaczonej).

e Srodek masy powyzszej powierzchni (o jednorodnej gestoéci) ma wspoirzedne
(z,0,0) dane wzorem

z

%/ - 2nf(x)\/1+ (f'(z))?d.
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