
Lista zada« nr 3: zastosowania caªek oznaczonych

Na odwrocie znajd¡ Pa«stwo niezb¦dne wzory.

(1) Oblicz pole powierzchni soczewki utworzonej przez wycinek wykresu funkcji sinus
(zawarty mi¦dzy dwoma kolejnymi miejscami zerowymi tej funkcji) i o± poziom¡.

(2) Oblicz pole powierzchni i obwód asteroidy {(x, y) ∈ R2 :
3
√
x2 +

3
√
y2 6 1}.

(3) Oblicz pole powierzchni �gury ograniczonej wykresami funkcji f(x) = 1+
√
|x| − x2

oraz g(x) =
√

1−
√

1− x2. Co to za �gura?

(4) Punkty o wspóªrz¦dnych (sinh(t), cosh(t)) le»¡ na wykresie funkcji f(x) =
√

1 + x2

(jednej z gaª¦zi hiperboli y2 − x2 = 1). Oblicz pole obszaru ograniczonego przez
wykres tej funkcji, prost¡ pionow¡ oraz odcinek o ko«cach (0, 0) i (sinh(a), cosh(a)).

(5) Wyznacz wspóªrz¦dne ±rodka ci¦»ko±ci ¢wiartki koªa {(x, y) ∈ R2 : x, y > 0, x2 +
y2 6 1}.

(6) Wyznacz wspóªrz¦dne ±rodka ci¦»ko±ci ¢wiartki okr¦gu {(x, y) ∈ R2 : x, y >
0, x2 + y2 = 1}.

(7) Oblicz obj¦to±¢ i pole powierzchni kuli {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 6 1}.
(8) Zwierciadªo paraboliczne ma ksztaªt paraboloidy obrotowej {(x, y, z) : x2 + y2 6

R2, z = x2 + y2}. Oblicz mas¦ (czyli pole powierzchni) takiego zwierciadªa.

(9) Zwierciadªo z poprzedniego zadania wykonano inaczej: zamiast samej powierzchni
wytworzono lit¡ bryª¦ {(x, y, z) : x2 + y2 6 R2, 0 6 z 6 x2 + y2}. Oblicz mas¦
(czyli obj¦to±¢) takiego zwierciadªa.

(10) W obu poprzednich zadaniach wyznacz takieR, dla którego ±rodek ci¦»ko±ci zwier-
ciadªa le»y w punkcie (0, 0, 1

4
) (ognisku zwierciadªa). W pierwszym przypadku wy-

korzystaj komputer do numerycznego rozwi¡zania odpowiedniego równania (roz-
wi¡zanie analityczne istnieje, ale jest bardzo skomplikowane).
To zadanie ma praktyczne zastosowanie!



Uwagi:

• Pole powierzchni trapezu krzywoliniowego {(x, y) ∈ R2 : a 6 x 6 b, f(x) 6 y 6
g(x)} (zawartego pomi¦dzy wykresami funkcji f i g oraz prostymi x = a i x = b)
dane jest wzorem:

A =

∫ b

a

(g(x)− f(x))dx;

tutaj f i g s¡ funkcjami caªkowalnymi na [a, b] (w sensie Darboux) i speªniaj¡cymi
warunek f(x) 6 g(x) dla x ∈ [a, b].
• �rodek masy powy»szego trapezu krzywoliniowego (o jednorodnej g¦sto±ci) ma
wspóªrz¦dne (x̄, ȳ) dane wzorem

x̄ =
1

A

∫ b

a

x · (g(x)− f(x))dx, ȳ =
1

A

∫ b

a

f(x) + g(x)

2
· (g(x)− f(x))dx.

• Dªugo±¢ ªuku krzywej {(x, y) ∈ R2 : a 6 x 6 b, y = f(x)} (tworz¡cej wykres
funkcji f) dana jest wzorem

L =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx;

tu f jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡ na (a, b) i tak¡, »e
√

1 + (f ′)2 jest caªkowalna na
[a, b] (w sensie Darboux lub w sensie caªki oznaczonej).
• �rodek masy powy»szej krzywej (o jednorodnej g¦sto±ci) ma wspóªrz¦dne (x̄, ȳ)
dane wzorem

x̄ =
1

L

∫ b

a

x ·
√

1 + (f ′(x))2 dx, ȳ =
1

L

∫ b

a

f(x) ·
√

1 + (f ′(x))2 dx.

• Obj¦to±¢ bryªy obrotowej {(x, y, z) ∈ R3 : a 6 x 6 b, 0 6
√
y2 + z2 6 f(x)}

(zakre±lonej przez obrót trapezu krzywoliniowego wokóª osi x) dana jest wzorem

V =

∫ b

a

π(f(x))2dx;

tutaj f jest nieujemn¡ funkcj¡, tak¡ »e f 2 jest caªkowalna (w sensie Darboux lub
w sensie caªki oznaczonej).
• �rodek masy powy»szej bryªy (o jednorodnej g¦sto±ci) ma wspóªrz¦dne (x̄, 0, 0)
dane wzorem

x̄ =
1

V

∫ b

a

x · π(f(x))2dx.

• Pole powierzchni powierzchni obrotowej {(x, y, z) ∈ R3 : a 6 x 6 b,
√
y2 + z2 =

f(x)} (zakre±lonej przez obrót wykresu funkcji f wokóª osi x) dane jest wzorem

A =

∫ b

a

2πf(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx;

tu f jest nieujemn¡ funkcj¡ ró»niczkowaln¡ na (a, b) i tak¡, »e f
√

1 + (f ′)2 jest
caªkowalna (w sensie Darboux lub w sensie caªki oznaczonej).
• �rodek masy powy»szej powierzchni (o jednorodnej g¦sto±ci) ma wspóªrz¦dne

(x̄, 0, 0) dane wzorem

x̄ =
1

A

∫ b

a

x · 2πf(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx.
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