Lista zadan nr 4: calka Riemanna

(1) Udowodnij, ze jesli f jest calkowalna na [a,b] w sensie Riemanna (tj. ma caltke
Darboux) i ¢ > 0, za$ funkcja g spelnia warunek |g(z1) — g(x2)| < | f(z1) —
f(z2)] dla xq, 29 € [a,b], to funkcja g jest calkowalna na [a, b] w sensie Riemanna.
Wywnioskuj, ze jesli f jest calkowalna na [a,b] w sensie Riemanna, to |f| jest
catkowalna na [a, b] w sensie Riemanna.

(2) Wykaz, ze wyrazy ciagu danego wzorem
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(3) Oblicz analogicznie
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(4) Oblicz analogicznie (stosujac nieréwnomierny podzial przedziatu catkowanial)
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(5) Niech f bedzie funkcja ciagta. Ile Wynosi/ f(t)dsign(t)?
-1

(6) Oblicz/ sin(t)dsin(t) oraz/ sin(t)dcos(t).



ZADANIA DODATKOWE

(A)

(D)
(E)

(F)

Wywnioskuj z zadania [(1)] ogolniejsze twierdzenie: jesli f jest catkowalna na [a, ]
(w sensie Darboux), za$ g jest rozniczkowalng funkcja, ktorej pochodna jest cia-
gta na R, to g o f jest catkowalna na [a,b] (w sensie Darboux). W szczegblnosci
catkowalne sg zatem funkcje dane wzorami (f(z))? czy e/®. Wykorzystujac wzor
f(@)g(z) = 1(f(z) + g(2))* — 1(f(z) — g(x))* wykaz, ze iloczyn funkcji calko-
walnych w sensie Riemanna jest funkcja catkowalna w sensie Riemanna (funkcje
calkowalne w sensie Riemanna tworza zatem algebre).

Niech f bedzie funkcja ciagla oraz a,b € 7Z, a < b. Wyraz w prostszy sposob catki
Riemanna—Stieltjesa f: f(t)d|t] oraz fab f(t)d[t].

Niech df oznacza rozniczke funkcji f, czyli klase réownowaznosci funkcji w relacji
rownoéci z doktadnoscia do stalej, tj. df = dg wtedy i tylko wtedy, gdy f — ¢
jest stala; zakladamy tu, ze f i g sa okreslone na wspolnym przedziale [a,b]. Je-
§li istnieje catka Riemanna—Stieltjesa f: f(t)dg(t), to okreslamy f - dg jako klase
rownowaznosci funkeji F(t) = fat f(s)dg(s). Udowodnij (przy odpowiednich zato-
zeniach — jakich?) wzory df = [’ - dt (tutaj dt to klasa réwnowaznosci funkcji
danej wzorem t), (f-g)-dh = f-(g-dh), d(f-g) = f-dg+g-df, d(foh) = (f'oh)-dh.
Skojarz te wzory z symbolicznymi zapisami przy dokonywaniu podstawien w cal-

kach.

Co trzeba zalozy¢ o okresowych funkcjach f i g, o wspélnym okresie T, aby funkcja
F(t) = fg f(s)dg(s) rowniez byta funkcja okresowa o okresie 77

Udowodnij, ze jesli w punkcie ¢ty € (a,b) obie funkcje f i g sa nieciagle, to caltka
Riemanna-Stieltjesa f; f(t)dg(t) nie jest okreslona.

Znajdz funkcje ciagle f i g takie, ze calka Riemanna—Stieltjesa f;f(t)dg(t) nie
jest okreslona.
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