
Lista zada« nr 5: szeregi o wyrazach dodatnich

W poni»szych zadaniach
∑
n>N

oznacza szereg, w którym sumowanie zaczyna si¦ od N .

(1) Oblicz sumy cz¦±ciowe i sumy szeregów:∑
n

1
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,

∑
n

1

n2 + 2n
,

∑
n

1
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,

∑
n
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n

)
,

∑
n

1

n
√
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√
n
,

∑
n

n

2n
.

(2) Zbadaj (dla a, b, c ∈ R) zbie»no±¢ szeregów:∑
n>2

1

na(ln(n))b
,

∑
n>3

1

na(ln(n))b(ln(ln(n)))c
.

(3) Zbadaj zbie»no±¢ szeregów:∑
n

1

n1+1/n
,

∑
n
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,
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n

1

n2 + 1
,
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∑
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,

∑
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,

∑
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1

2
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∑
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,

∑
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3nn!

nn
,

∑
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,
∑
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,

∑
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n
√
n
,

∑
n

(sin(n))2

n2
,

∑
n

1

(b
√
nc)3

,
∑
n

nn2

(n!)n
.

(4) Szeregi o wyrazach nieujemnych
∑
n

an i
∑
n

bn s¡ zbie»ne. Czy zbie»ny jest

szereg
∑
n

anbn?

(5) Niech an > 0 dla n ∈ N+ oraz sn = a1 + a2 + . . .+ an (oraz s0 = 0). Udowodnij,

»e je±li
∑
n

an jest rozbie»ny, to
∑
n

an
1 + sn−1

jest rozbie»ny.

Wskazówka: porównaj
an

1 + sn−1
oraz ln

(
1 + sn

1 + sn−1

)
.



Zadania dodatkowe

(A) Niech logk2(n) = log2(log2(. . . log2(n))), gdzie po prawej stronie jest zªo»enie k
logarytmów (zatem log02(n) = n, logk+1

2 (n) = logk2(log2(n))). Niech n0 b¦dzie tak
du»e, »e logk+1

2 (n) jest poprawnie okre±lone i dodatnie. Udowodnij (indukcyjnie!),
»e szereg ∑

n>n0

1

n log2(n) log2(log2(n)) . . . log
k
2(n)(log

k+1
2 (n))a

jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy a > 1.

(B) Niech f(n) = n log2(n) log2(log2(n)) . . . log
k(n)
2 (n), gdzie k(n) jest najwi¦ksz¡ liczb¡

k o wªasno±ci logk2(n) > 1. Czy szereg
∑
n

1

f(n)
jest zbie»ny?

(C) Czy szereg
∑
n

(2n)!

4n(n!)2
jest zbie»ny? Czy szereg

∑
n

(4n)!

256n(n!)4
jest zbie»ny?

(D) Udowodnij, »e je±li szereg
∑
n

an o nieujemnych i malej¡cych wyrazach jest zbie»ny,

to limn→+∞(nan) = 0.

(E) Udowodnij, »e je±li limn→+∞
bn
n

= +∞, to istnieje zbie»ny szereg
∑
n

an o nie-

ujemnych i malej¡cych wyrazach, dla którego limn→+∞(bnan) nie istnieje.
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