Lista zadan nr 6: szeregi o wyrazach dowolnych

(1) Niech k,, bedzie scisle rosnacym ciagiem liczb naturalnych oraz
bn = ag, -+ Ak, +1 + ...+ CLkn+1_1.

Udowodnij, ze jesli szereg E b, jest zbiezny, a wyrazy a, sa nieujemne, to zbiezny
n
jest rOwniez szereg g Q.
n
(2) Czy ze zbieznosci szeregu g a, wynika zbiezno$¢ szeregu g a?

n n

(3) Czy ze zbieznosci szeregu g a, wynika zbiezno$é¢ szeregu g a’?

(4) Czy ze zbieznosci szeregu Z a, wynika zbiezno$¢ szeregu Z ﬁ”

(5) Czy ze zbieznosci szeregu E a, wynika zbieznos¢ szeregu E
n n

(6) Dla a niebedacego wielokrotnoscia 2w znajdz i udowodnij wzor na:
cos(0) + cos(a) + cos(2a) + ... + cos(na),
sin(a) + sin(2a) + . .. + sin(na).

Nastepnie wykaz, ze dla ustalonego a sumy te tworza ciagi ograniczone.
Wskazowka: znaleZé mozna w ksigzce lub przy pomocy liczb zespolonych 1 wzoru na sume skoriczonego
szeregu geometrycznego; udowodnié mozna indukcyjnie lub przy pomocy liczb zespolonych i wzoru na

sume skoticzonego szeregu geometrycznego.
(7) Zbadaj zbieznosé szeregow (zakladamy, ze a nie jest wielokrotnoscia 27):
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Wskazéwka: (—1)" = cos(n), cos(a) cos(b) = 5 cos(a + b) + 5 cos(a — b).

b
&) Szere a, jest zbiezny oraz lim,_, o — = 1. Czy szere b,, jest zbiezny?
(8) Szereg » _ay jest zbiezny oraz limy, o ~ zy szereg » by jest zbieiny

n
n n

—1)lvn]
(9) Czy zbiezny jest szereg Z #?
n

n



ZADANIA DODATKOWE

-1 n—1
zy iloczyn Cauchy’ego dwoch takich samych szeregow » ~———=— jest szeregiem
A) Cuzy il Cauchy’ego dwoch takich h 0 (=D, i
v
zbieznym?
— 1
(B) Niech ((a) = Z — dla a > 1. Udowodnij, ze jesli 7(n) oznacza liczbe dzielnikow
na
n=1

fezby . t0 3 10 — (¢(a)2

n=1
(C) Niech p, oznacza n-ta liczbe pierwsza: p; = 2, po = 3, p3 = 5 itd. Udowodnij, ze

iloczyn nieskonczony H jest rozbiezny do co.
n

Wskazowka: zapisz 1/(1—1/py) = 14+ 1/p, +1/p2 +... i wykaz, ze n-ty iloczyn czastkowy jest wiekszy

niz n-ta suma czesciowa szeregu harmonicznego.

1
(D) Wywnioskuj z poprzedniego zadania, ze szereg Z — jest rozbiezny.

n
n

(E) Szereg Zan o nieujemnych wyrazach jest rozbiezny, ale jego wyrazy daza do

zera. Udowodnij, ze dla dowolnego = > 0 istnieje ciag (b,) o wyrazach 01 1 taki,
+oo

ze Z(bnan) = z.
n=1

(F) Szereg Zan o nieujemnych wyrazach jest rozbiezny, ale jego wyrazy daza do

zera. Udowodnij, ze dla dowolnego = € R istnieje ciag (b,) o wyrazach —1 1 1
+oo

taki, ze Z(bnan) = 7.

n=1
(G) Udowodnij twierdzenie Riemanna o szeregach warunkowo zbieznych.

-1 n—1
(H) Poprzestawiaj wyrazy szeregu Z = tak, aby uzyskaé¢ szereg rozbiezny.
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I) Poprzestawia azy szere —_—
(I) Poprzestawiaj wyrazy szeregu E -

tak, aby uzyskaé szereg zbiezny do

n
innej granicy.
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