
Lista zada« nr 6: szeregi o wyrazach dowolnych

(1) Niech kn b¦dzie ±ci±le rosn¡cym ci¡giem liczb naturalnych oraz

bn = akn + akn+1 + . . .+ akn+1−1.

Udowodnij, »e je±li szereg
∑
n

bn jest zbie»ny, a wyrazy an s¡ nieujemne, to zbie»ny

jest równie» szereg
∑
n

an.

(2) Czy ze zbie»no±ci szeregu
∑
n

an wynika zbie»no±¢ szeregu
∑
n

a2n?

(3) Czy ze zbie»no±ci szeregu
∑
n

an wynika zbie»no±¢ szeregu
∑
n

a3n?

(4) Czy ze zbie»no±ci szeregu
∑
n

an wynika zbie»no±¢ szeregu
∑
n

(−1)nan
n2

?

(5) Czy ze zbie»no±ci szeregu
∑
n

an wynika zbie»no±¢ szeregu
∑
n

(−1)nan
n

?

(6) Dla a nieb¦d¡cego wielokrotno±ci¡ 2π znajd¹ i udowodnij wzór na:

cos(0) + cos(a) + cos(2a) + . . .+ cos(na),

sin(a) + sin(2a) + . . .+ sin(na).

Nast¦pnie wyka», »e dla ustalonego a sumy te tworz¡ ci¡gi ograniczone.
Wskazówka: znale¹¢ mo»na w ksi¡»ce lub przy pomocy liczb zespolonych i wzoru na sum¦ sko«czonego

szeregu geometrycznego; udowodni¢ mo»na indukcyjnie lub przy pomocy liczb zespolonych i wzoru na

sum¦ sko«czonego szeregu geometrycznego.

(7) Zbadaj zbie»no±¢ szeregów (zakªadamy, »e a nie jest wielokrotno±ci¡ 2π):∑
n

(−1)n

arctg(n)
,

∑
n

sin(an+ b)

n
,

∑
n

(−1)nn sin( 1
n
) ,

∑
n

(−1)n

n− (−1)n
,

∑
n

(−1)n√
n− (−1)n

,
∑
n

(−1)n√
n+ sin(

√
n)
,

∑
n

(−1)n cos(n)
n

,
∑
n

(cos(n))2

n
,

∑
n

(−1)n(cos(n))2

n
.

Wskazówka: (−1)n = cos(nπ), cos(a) cos(b) = 1
2
cos(a+ b) + 1

2
cos(a− b).

(8) Szereg
∑
n

an jest zbie»ny oraz limn→+∞
bn
an

= 1. Czy szereg
∑
n

bn jest zbie»ny?

(9) Czy zbie»ny jest szereg
∑
n

(−1)b
√
nc

n
?



Zadania dodatkowe

(A) Czy iloczyn Cauchy'ego dwóch takich samych szeregów
∑
n

(−1)n−1√
n

jest szeregiem

zbie»nym?

(B) Niech ζ(a) =
∞∑
n=1

1

na
dla a > 1. Udowodnij, »e je±li τ(n) oznacza liczb¦ dzielników

liczby n, to
∞∑
n=1

d(n)

na
= (ζ(a))2.

(C) Niech pn oznacza n-t¡ liczb¦ pierwsz¡: p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5 itd. Udowodnij, »e

iloczyn niesko«czony
∏
n

1

1− 1/pn
jest rozbie»ny do ∞.

Wskazówka: zapisz 1/(1−1/pn) = 1+1/pn+1/p2n+ . . . i wyka», »e n-ty iloczyn cz¡stkowy jest wi¦kszy

ni» n-ta suma cz¦±ciowa szeregu harmonicznego.

(D) Wywnioskuj z poprzedniego zadania, »e szereg
∑
n

1

pn
jest rozbie»ny.

(E) Szereg
∑
n

an o nieujemnych wyrazach jest rozbie»ny, ale jego wyrazy d¡»¡ do

zera. Udowodnij, »e dla dowolnego x > 0 istnieje ci¡g (bn) o wyrazach 0 i 1 taki,

»e
+∞∑
n=1

(bnan) = x.

(F) Szereg
∑
n

an o nieujemnych wyrazach jest rozbie»ny, ale jego wyrazy d¡»¡ do

zera. Udowodnij, »e dla dowolnego x ∈ R istnieje ci¡g (bn) o wyrazach −1 i 1

taki, »e
+∞∑
n=1

(bnan) = x.

(G) Udowodnij twierdzenie Riemanna o szeregach warunkowo zbie»nych.

(H) Poprzestawiaj wyrazy szeregu
∑
n

(−1)n−1

n
tak, aby uzyska¢ szereg rozbie»ny.

(I) Poprzestawiaj wyrazy szeregu
∑
n

(−1)n−1

n
tak, aby uzyska¢ szereg zbie»ny do

innej granicy.


	Lista zadan nr 6: szeregi o wyrazach dowolnych

