
Lista zada« nr 7: caªki niewªa±ciwe

(1) Oblicz

∫ ∞
0

e−pt cos(qt)dt, gdy p > 0, q ∈ R.

(2) Zbadaj, w zale»no±ci od parametrów p i q, zbie»no±¢ caªek:∫ ∞
0+

xp−1e−xdx,

∫ 1−

0+
xp−1(1− x)q−1dx,

∫ ∞
0+

sin(x)

xp
dx,

∫ ∞
0+

cos(x)

xp
dx.

Pierwsza to caªka gamma, oznaczana Γ(p); druga to caªka beta, oznaczana B(p, q).

(3) Zachodzi:∫ ∞
−∞

x

1 + x2
dx = lim

a→∞

∫ a

−a

x

1 + x2
dx = lim

a→∞

ln(1 + x2)

2

∣∣∣∣x=a

x=−a
= lim

a→∞
0 = 0;∫ 1−

−1+

x

1− x2
dx = lim

ε→0+

∫ 1−ε

−1+ε

x

1− x2
dx = lim

ε→0+

ln(1− x2)
2

∣∣∣∣x=1−ε

x=−1+ε

= lim
ε→0+

0 = 0.

Czy rzeczywi±cie?

(4) Oblicz

∫ ∞
0+

ln(t)

1 + t2
dt.

Liczba

∫ ∞
1

ln(t)

1 + t2
dt nazywana jest staª¡ Catalana; nie wiadomo, czy jest to liczba wymierna!

(5) Funkcja f jest caªkowalna w sensie Riemanna na ka»dym przedziale [0, b] dla b > 0,

a caªka

∫ ∞
0

f(x)dx jest zbie»na. Czy caªka

∫ ∞
0

(f(x))2dt jest zbie»na?

(6) Czy odpowied¹ na pytanie z poprzedniego zadania zmieni si¦, gdy zaªo»ymy do-
datkowo, »e f(x) > 0 dla wszystkich x > 0?

(7) Czy odpowied¹ na pytania z poprzednich dwóch zada« zmieni si¦, gdy zaªo»ymy

dodatkowo, »e caªka

∫ ∞
0

(f(x))3dx jest zbie»na?

(8) Uzasadnij, »e caªki

∫ ∞
0

sin(t2)dt oraz

∫ ∞
0

cos(t2)dt s¡ zbie»ne.

S¡ to caªki Fresnela, obie maj¡ warto±¢
√
π/8.

(9) Zbadaj zbie»no±¢ caªki

∫ 1

0+

sin(tp)

tq
dt w zale»no±ci od parametrów p, q ∈ R.

Wskazówka: gdy p < 0, zastosuj podstawienie tp = s.

(10) Niech f b¦dzie malej¡c¡ funkcj¡ na [A,+∞), zbie»n¡ do zera w +∞. Uzasadnij, »e

caªka

∫ ∞
A

f(t) sin(t)dt jest bezwzgl¦dnie zbie»na wtedy i tylko wtedy, gdy zbie»na

jest caªka

∫ ∞
A

f(t)dt.

(11) Dodatnia funkcja f jest malej¡ca na [A,+∞) (gdzie A > 0) oraz speªnia nierów-

no±¢ f(et) > e−tf(t). Udowodnij, »e szereg
∑
n>A

f(n) jest rozbie»ny.



Zadania dodatkowe

(A) Wykorzystaj wynik zadania (11) do rozwi¡zania zadania (B) z listy zada« nr 5.

(B) Udowodnij tez¦ z zadania (1) przy nast¦puj¡cych zaªo»eniach: f jest dodatnia i
malej¡ca na [A,∞), g jest ró»niczkowalna na [A,∞), g(A) > A, g′(x) > 0 dla
x ∈ [A,∞) oraz f(g(x)) > f(x)/g′(x).

(C) Niech f(x) =
e−x√
| sin(x)|

. Czy caªka

∫ ∞
0

f(x)dx jest zbie»na? Gdzie s¡ punkty

osobliwe tej caªki? Jak poprawnie zde�niowa¢ t¦ caªk¦?

(D) Warto±ci¡ gªówn¡ Cauchy'ego caªki

∫ b

a

f(x)dx z osobliwo±ci¡ w punkcie x0 ∈ (a, b)

nazywamy granic¦:

PV

∫ b

a

f(x)dx = lim
ε→0+

(∫ x0−ε

a

f(x)dx+

∫ b

x0+ε

f(x)dx

)
,

o ile granica ta istnieje; PV to skrót od ang. principal value. Udowodnij, »e
je±li funkcja f jest ci¡gªa na [A,B] i ró»niczkowalna w x0 ∈ (A,B), to caªka

PV

∫ B

A

f(x)

x− x0
dx jest zbie»na. Wywnioskuj, »e je±li f jest ró»niczkowalna na

R oraz caªka

∫ ∞
−∞

f(x)dx jest zbie»na, to poprawnie okre±lona jest transformata

Hilberta funkcji f :

Hf(x) =
1

π
PV

∫ ∞
−∞

f(y)

x− y
dy

(mamy tu trzy osobliwo±ci: zwykªe caªki niewªa±ciwe w ∞ oraz −∞, a tak»e
warto±¢ gªówn¡ Cauchy'ego caªki w punkcie x).
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