Lista zadan nr 7: calki niewlasciwe
(1) Oblicz / e P cos(qt)dt, gdy p > 0, ¢ € R.
0
(2) Zbadaj, w zaleznosci od parametrow p i ¢, zbiezno$¢ catek:

0o 1~ oo 1 0o
/ 2P e dx, / P71 — 2)7 da, / sin(z) dz, / cos(z) dx.
0+ 0+ 0+ P 0+ P

Pierwsza to catka gamma, oznaczana I'(p); druga to catka beta, oznaczana B(p, q).

(3) Zachodzi:

00 a 2\ |T=a
T ) T o In(1+ =2 )
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dr = lim dr = hm¥ = lim 0 =0.
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Czy rzeczywiscie?
> In(¢
(4) Oblicz / ( )2 dt.
ot 1+t
Liczba / llrir( 22 dt nazywana jest statq Catalana; nie wiadomo, czy jest to liczba wymierna!
1

(5) Funkcja f jest calkowalna w sensie Riemanna na kazdym przedziale [0, b] dla b > 0,

a calka/ f(z)dz jest zbiezna. Czy Caika/ (f(z))?dt jest zbiezna?
0

(6) Czy odpowiedz na pytanie z poprzedniego zadania zmieni sie, gdy zalozymy do-
datkowo, ze f(x) > 0 dla wszystkich = > 07

(7) Czy odpowiedz na pytania z poprzednich dwoch zadan zmieni sie, gdy zalozymy

dodatkowo, ze calka / (f(x))*dx jest zbiezna?
0

(8) Uzasadnij, ze calki / sin(t*)dt oraz / cos(t?)dt s zbiezne.
0 0
Sa to catki Fresnela, obie maja wartos¢ /m/8.
1 .
sin(t?
(9) Zbadaj zbieznos¢ Calki/ (t)

o+
Wskazowka: gdy p < 0, zastosuj podstawienie t¥ = s.

dt w zaleznosci od parametrow p, q € R.

(10) Niech f bedzie malejaca funkcja na [A, +00), zbiezna do zera w +00. Uzasadnij, ze
catka / f(t)sin(t)dt jest bezwzglednie zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezna

jest calka/ f@t)dt.

(11) Dodatnia funkcja f jest malejaca na [A, +00) (gdzie A > 0) oraz spelnia nierow-
nosé¢ f(e') = e tf(t). Udowodnij, ze szereg Z f(n) jest rozbiezny.

n>A



ZADANIA DODATKOWE

(A)
(B)

(©)

(D)

Wykorzystaj wynik zadania (11) do rozwiazania zadania (B) z listy zadan nr 5.

Udowodnij teze z zadania (1) przy nastepujacych zatozeniach: f jest dodatnia i

malejaca na [A,00), g jest rézniczkowalna na [A,00), g(A) > A, ¢'(z) > 0 dla

xz € [A,00) oraz f(g(z)) = f(x)/g'(x).

Niech f(x) = ﬁ. Czy catka / f(x)dx jest zbiezna? Gdzie sa punkty
sin(z 0

osobliwe tej calki? Jak poprawnie zdefiniowa¢ te calke?

b
Wartoscig gtdwng Cauchy’ego catki / f(z)dz z osobliwoscia w punkcie zq € (a, b)
nazywamy granice: ‘
b xro—€ b
PV/ f(z)dx = lim (/ f(z)dx + f(x)dx) :
a e—0* a zo+e

o ile granica ta istnieje; PV to skrot od ang. principal value. Udowodnij, ze
jesli funkcja f jest ciaglta na [A, B] i rézniczkowalna w 2o € (A, B), to calka

B
x
PV f(z) dx jest zbiezna. Wywnioskuj, ze jesli f jest rozniczkowalna na
A T —To
R oraz catka f(z)dz jest zbiezna, to poprawnie okreslona jest transformata

Hilberta funkcji_?o:
1 oo
Hf(z) = PV/ ue
Q0 —00 -y

(mamy tu trzy osobliwosci: zwykle calki niewlagciwe w oo oraz —oo, a takze
warto$¢ gtowna Cauchy’ego caltki w punkcie x).
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