Lista zadan nr 8: zbiezno$é jednostajna

(1) Zbadaj zbieznosé¢ jednostajna na [—1,1] oraz na R szeregow
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(2) Uzasadnij, ze ciagi sum czesciowych szeregéw > sin(nz) oraz ) cos(nz), czyli
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sa wspolnie ograniczone na przedziale [e, 21 — €] dla dowolnego ¢ € (0, 7).

(3) Zbadaj zbieznosé jednostajna na (0, 1] szeregow
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Wskazowka: zbadaj granice w zerze; sprobuj zastosowaé kryterium Weierstrassa; sprobuj zastosowaé

kryterium Dirichleta, wykorzystujac wzory z poprzedniego zadania.

(4) Ciag funkcji (f,,) jest zbiezny jednostajnie do funkcji ciaglej f, za$ ciag argumen-
tow (x,) jest zbiezny do x. Udowodnij, ze ciag (f.(z,)) jest zbiezny do f(x).

(5) Udowodnij, ze szereg Z M:
n

n
(a) jest zbiezny dla kazdego = € R;
(b) nie jest bezwzglednie zbiezny gdy x nie jest wielokrotnoscia ;
(c) nie jest jednostajnie zbiezny na R.
Wskazowka: s,(2) =37, M > 25" z/Tn = 2 czyli sn(zn) = 2, a 5,(0) — 0.

(6) Wykorzystujac m.in. przyklady z poprzedniego zadania oraz z wykladu, wskaz
szereg funkcyjny Z fn na odpowiednim przedziale I, ktory jest:

(a) bezwzglednie jednostajnie zbiezny na I;

(b) zbiezny warunkowo jednostajnie na I oraz zbiezny bezwzglednie dla = € I;
(c) niezbiezny jednostajnie na I oraz zbiezny bezwzglednie dla = € I;

(d) zbiezny warunkowo jednostajnie na I oraz zbiezny warunkowo dla z € I;
(e) niezbiezny jednostajnie na I oraz zbiezny warunkowo dla x € 1.

(7) Udowodnij, ze funkcja Riemanna jest granica punktowa ciagu funkcji ciaghych.
Czy jest granica jednostajng ciggu funkcji ciggtych?

Na marginesie — funkcja Riemanna ma |duzo ciekawych nazw po angielsku!


https://en.wikipedia.org/wiki/Thomae's_function

ZADANIA DODATKOWE
€T n
(A) Udowodnij, ze ciag fn(z) = (1 + —> jest zbiezny jednostajnie do exp(z) na
n
kazdym przedziale [—a, al.
(B) Udowodnij jednostajna wersje kryteriow Dirichleta i Abela.
(C) Udowodnij, ze funkcja Dirichleta jest granica punktowa ciggu granic punktowych
ciggow funkcji cigglych.
Jedno z twierdzeri Baire’a orzeka, ze granica punktowa ciggu funkcji ciaglych na ustalonym przedziale

ma wiele punktow ciaglosci. Wynika stad, ze funkcja Dirichleta nie jest granica punktowa ciagu funkcji

cigglych!
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